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1. Definitions, premieres proprieties, exemples 

Definition 1.1 Un groupe est un couple (G, *) oil G est un ensemble et * une hi 
de composition interne sur G, verifiant les proprietes suivantes : 

(i) * est associative : pour tous g, g', g" G G on a (g * g') * g" = g * (g' * g"). 

(ii) * admet un element neutre : il existe e G G tel que pour tout g G G on ait 
g*e = e*g = g. 

(iii) tout element g de G admet un symetrique pour la loi *, c'est-a-dire qu'il existe 
g' G G tel que g*g' = g'*g = e (Velement neutre). 

Le groupe G est dit commutatif, ou encore abelien, si de plus la loi * est commutative, 
i.e. g * g' = g' * g pour tous g, g' G G. 

1.2. Commentaires. 

1.2.1. Etes-vous sur de savoir ce que Ton entend par "couple", "ensemble", "loi de 
composition" ? Voila une bonne occasion de vous rafraichir la memoire. . . 

1.2.2. G est appele Vensemble sous-jacent au groupe. En pratique, on confond sou- 
vent (en particulier dans les notations) le groupe avec son ensemble sous-jacent, 
de sorte qu'on parle, par exemple, des "elements d'un groupe G" plutot que des 
elements de l'ensemble G sous-jacent au groupe (G,*). II s'agit d'un abus de lan- 
gage sans gravite s'il n'y a pas d'ambiguite sur la loi de composition. (Cet abus a 
d'ailleurs ete commis dans la definition : a quel endroit ?) 

Par exemple, on dit qu'un groupe est fini si son ensemble sous-jacent est fini ; le 
nombre d'elements (ou cardinal) de cet ensemble est alors appele Vordre du groupe. 
Noter au passage que cet ordre n'est pas nul car un groupe n'est jamais vide : il a 
au moins un element, a savoir 1 'element neutre. 
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1.2.3. L'element neutre de G est unique : en effet si e et e' sont deux elements neu- 
tres, on a e * e' = e puisque e' est neutre, et e * e' = e' puisque e est neutre, d'ou 
e = e'. Ceci justifle la formulation adoptee dans (iii) : en toute rigueur, il aurait fallu 
ecrire par exemple ". . .tel que g * g' et g' * g soient neutres" . 

1.2.4. De meme le symetrique g' de g G G est unique : si g" est un autre symetrique 
de g, on a g' — g' * e = g' * (g * g") = (g' * g) * g" — e * g" = g" . A cause de cette 
propriete d'unicite (qui utilise l'associativite, contrairement a la precedente), il est 
legitime de parler du symetrique de g et de le designer par une notation telle que 
g^ 1 (voir ci-dessous). Quel est le symetrique de l'element neutre ? celui de g^ 1 ? 
celui de g * g' ? (Remarque sur ces questions et toutes les autres : il ne suffit pas de 
deviner la reponse, il faut la justifier). 

1.2.5. La notation la plus courante pour une loi de groupe est la juxtaposition (ou 
notation multiplicative) : le compose de deux elements g et g' est simplement note 
gg' . Dans ce cas, on convient generalement de noter g~ x le symetrique de g, et de 
l'appeler son "inverse". Eviter la notation 1/g. 

Sauf mention expresse, ou evidence, du contraire, tous les groupes consideres ici 
seront notes multiplicativement, et Felement neutre d'un groupe G sera note ec, ou 
simplement e si aucune confusion n'en resulte. 

1.2.6. Une autre notation souvent utilisee, mais uniquement pour les groupes com- 
mutatifs, est la notation additive : la loi de groupe est notee +, le symetrique de g 
est appele son oppose et note —g, et l'element neutre est note 0. 

1.3. Regies de calcul dans les groupes. Soit G un groupe, note multiplicativement ; 
on notera e l'element neutre de G. 

1.3.1. Simplification. Si a, b, c G G verifient ac = be alors a = b (la reciproque etant 
triviale). En effet a = ae = a(cc~ 1 ) = (ac)c -1 = (bc)c~ l = 6(cc _1 ) = be = b. Bien 
entendu on se contente de resumer ces calculs d'une phrase telle que "multiplions a 
droite par c™ 1 les deux membres de l'egalite ac = be" . De meme, ca = cb implique 
a = b, "en multipliant a gauche par c _1 ". Par contre, une relation telle que ab = ca 
n'implique pas en general que b = c, sauf si Ton sait que a et b commutent, e'est-a- 
dire que ab = ba. 

1.3.2. Etant donnes a et b G G, l'equation ax = b a une unique solution x dans 
G, a savoir x = a~ 1 b, que Ton trouve en multipliant a gauche par a -1 . De meme, 
l'equation xa = b a pour unique solution x = ba^ 1 . 

1.3.3. On peut reformuler 1.3.2 en disant que, pour tout a G G, l'application x i— > ax 
de G dans G ( "translation a gauche par a" ) est bijective, ainsi que la translation a 
droite definie par x h- > xa. 
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1.3.4. Operations "inverses" de la hi de groupe. II est important de noter que les 
deux equations ax = b et xa = b considerees en 1.3.2 sont (a moins que G ne soit 
commutatif) deux equations differentes, avec des solutions en general differentes. 
C'est pourquoi, meme dans un groupe note multiplicativement, on ne parle pas 
de "division" : il y a en effet deux "quotients" de b par a, qui sont a^b et ba^ 1 . 
Bien entendu, ils coincident si G est commutatif. En particulier, dans un groupe 
note additivement (1.2.6), l'usage permet de definir une soustraction par la formule 
a -b = a+ (-b) = (-b) + a. 

1.3.5. Produits finis dans un groupe. Si n e N et si a±, . . . , a n sont n elements de G, 
on definit par recurrence sur n leur produit a± ■ ■ ■ a n comme etant l'element neutre 
e si n = (suite vide), et (ai • • • a n _i)a n pour n > 0. Ainsi abed est defini comme 
etant ((ab)c)d. On deduit alors de l'associativite la formule 

(ai • • • a m ){bi ■ ■ ■ b n ) = en • • • a m bi ■ ■ -b n (1.3.5.1) 

(exercice : recurrence sur n). Cette formule entraine la regie de calcul suivante : le 
produit ai • • • a n peut se calculer par regroupement arbitraire de termes consecutifs, 
par exemple abede = (a(bc))(de) = (ab)((cd)e). (Exercice : verifier ces egalites 
d'abord directement a l'aide des definitions et de l'associativite, puis en utilisant 
(1.3.5.1)). En particulier, on peut supprimer tout terme egal a l'element neutre, et 
toute suite du type aa~ l . Par contre, un changement dans l'ordre des termes change 
la valeur du produit, sauf si G est commutatif ou plus generalement si les termes 
commutent entre eux. 

Un cas particulier important de la regie de regroupement est la formule 

(a&XrV 1 ) =e 

qui donne la reponse a une question posee plus haut (1.2.4) en montrant que Vinverse 
de ab est b~ 1 a~ 1 (et non a~ 1 b~ 1 : aviez-vous trouve ?). 

1.3.6. Puissances. Pour n E N et a G G, on definit a n comme le produit a-i ■ ■ ■ a n ou 
chacun des Oj est pris egal a a. On a done notamment a = e et a 1 = a. Pour n entier 
negatif, on pose a n = (a -1 ) - ™ (ce qui est compatible avec les notations anterieures 
pour n = —1). On verifie alors que a m+n = a m a n pour m et n quelconques dans 
Z (par exemple en discutant suivant les signes, le cas ou m et n e N resultant de 
(1.3.5.1)). On a en particulier a~ n = (a™) -1 , et a m a n = a n a m (les puissances d'un 
meme element commutent entre elles). On a aussi a mn = (a m ) n . En revanche on n'a 
pas en general (ab) n = a n b n , sauf si a et b commutent. (Exercice : pour n = —1 et 
pour n — 2, la formule (ab) n = a n b n est vraie si et seulement si a et b commutent). 

Lorsque G est commutatif et note additivement, on ne parle plus de puissances 
mais de multiples et on note evidemment na et non a n . 

1.4. Exemples de groupes. 
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1.4.1. Le groupe trivial. Soft G = {x} un ensemble a un element. II existe sur G une 
unique loi de composition, definie (en notation multiplicative) par xx = x. Muni de 
cette loi, G est un groupe commutatif (verifiez !). 

1.4.2. Les groupes additifs de nomhres. Les ensembles Z, Q, R, C sont des groupes 
pour l'addition (c'est-a-dire que (Z, +), etc, sont des groupes). lis ont pour element 
neutre, et sont commutatifs. Le symetrique d'un nombre x est son oppose, au sens 
habituel : la notation — x n'introduit done pas de confusion. 

Par contre, (N, +), (R+,+), (R+,+) ne sont pas des groupes : quelle(s) pro- 
prieties) leur manque-t-il ? 

1.4.3. Si n est un entier naturel, l'ensemble Z/nZ des classes d'entiers modulo n, 
etudie en premiere annee, est un groupe pour l'addition des classes. C'est un groupe 
fini d'ordre n si n > 0, et c'est un cas particulier tres important de groupe quotient 
(voir plus loin, ou la notation Z/nZ sera expliquee). 

1.4.4. Les espaces vectoriels. Si V est un espace vectoriel sur un corps K (par exemple 
sur R ou C, revoir le cours d'algebre lineaire), alors (V, +) est un groupe commutatif : 
cela fait partie de la definition d'un espace vectoriel. 

1.4.5. Exercice. Dans l'exemple precedent, supposons que K contienne Q comme 
sous-corps. Pour v G V et n G Z, on a alors deux fagons de deflnir nv : par la 
structure d'espace vectoriel (multplication du "vecteur" v par le "scalaire" n), et par 
la structure de groupe additif de V (multiplication par un entier dans (V, +), au sens 
de 1.3.6). Montrer que ces deux definitions donnent le meme resultat. (Autrement 
dit, la notation nv n'est pas ambigue). 

1.4.6. Les groupes multiplicatifs de nomhres. Les ensembles R* = R — {0}, C* = 
C — {0} sont des groupes commutatifs pour la multiplication des nombres reels ou 
complexes. 

Par contre, (N*, x), (Z*, x), ne sont pas des groupes : quelle(s) propriete(s) leur 
manque-t-il ? Est-ce que (Q*, x) est un groupe ? Et (Z/nZ, x) ? (il va de soi qu'il 
faut eventuellement discuter suivant la valeur de n.) 

1.4.7. Groupes de transformations. Si E est un ensemble, l'ensemble des bijections 
de E sur lui-meme est un groupe &(E) pour la composition des applications. II n'est 
pas commutatif, sauf lorsque E a au plus deux elements (verifiez !). Attention done 
a la definition de la loi de composition : si / et g G &(E), la composee fg est definie 
par : (fg)(x) = f(g(x)) pour tout x G E ("d'abord g, puis /"). Quel est l'element 
neutre de &(E) ? 

Lorsque E — {1, . . . , n}, ou n est un entier naturel, on obtient le groupe syme- 
trique & n , qui est un groupe fini d'ordre n\. 

Lorsque E est muni de structures supplementaires, on obtient encore un groupe 
(en fait un sous-groupe de &(E), voir 3.1) en considerant le sous-ensemble de &(E) 
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forme des bijections / qui "respectent les structures donnees" , en un sens a preciser 
a chaque fois. Par exemple, si E est un espace vectoriel sur un corps K, l'ensemble 
des bijections i^-lineaires de E sur E (c'est-a-dire des K-automorphismes de E) est 
un groupe pour la composition des automorphismes, note GL{E) (groupe lineaire 
de E). Si de plus K = R et si E est muni d'un produit scalaire note (v, w) t— > (v, w), 
l'ensemble des / G GL(E) verifiant (f(v),f(w)) = (v,w) pour tous v,w G E est 
encore un groupe, appele groupe orthogonal de (E, ( , )). 

1.4.8. Groupes de matrices. Si K est un corps et n un entier naturel, l'ensemble des 
matrices carrees d'ordre n inversibles a coefficients dans K est un groupe pour la 
multiplication des matrices, note GL(n, K). II est isomorphe (voir 2.4 plus loin) au 
groupe lineaire GL(K n ), et n'est pas commutatif sauf si n < 1. 

1.4.9. Produits. Si G et H sont deux groupes, le produit cartesien G x H est muni 
d'une structure de groupe naturelle, en definissant le compose de deux couples (g, h) 
et (g',h') comme le couple (gg',hh r ) ("on multiplie composante par composante"). 
Le groupe obtenu est le groupe produit G x H. Cette notion se generalise en celle 
de produit d'une famille quelconque (Gj) i6 / de groupes : on obtient un groupe note 
Ylifzj Gi, dont les elements sont les families (gi)iei avec gi G Gi pour tout i G /. 

1.5. Exercice. On appelle groupe topologique un groupe G muni d'une topologie 
(i.e. l'ensemble sous-jacent a G est muni d'une topologie) verifiant les proprietes 
suivantes (on note G multiplicativement, comme toujours) : 

(i) l'application (x, y) i— > xy de G x G dans G est continue ; 

(ii) l'application x \— > rr -1 de G dans G est continue. 

Montrer que Ton peut remplacer les deux conditions ci-dessus par "l'application 
(x,y) i— > xy -1 de G x G dans G est continue". 

1.5.1. Montrer que les groupes suivants sont des groupes topologiques, pour la topolo- 
gie donnee : 

(i) tout groupe G muni de la topologie discrete (resp. de la topologie grossiere) ; 

(ii) (M n , +), pour la topologie habituelle de W 1 ; 

(iii) (R*, x) (resp. (C, x)) muni de la topologie induite par celle de R (resp. de 

C); 

(iv) GL(n, R) (resp. GL(n, C)) muni de la topologie induite par celle de M(n,R) 
(resp. M(n,C)), identifie a R n ' (resp. C™ 2 ). 

1.5.2. Si G est un groupe topologique (note multiplicativement, d'element neutre e), 
montrer que : 
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(i) pour tout a G G, les translations a droite (x i— > ax) et a gauche (x i— > xa) sont 
des homeomorphismes de G sur G ; 

(ii) l'application x h- > est un homeomorphisme de G sur G ; 

(iii) pour que G soit discret il faut et il suffit que e soit un point isole de G (i.e. 
que {e} soit ouvert dans G) ; 

(iv) pour que G soit localement compact il faut et il suffit que e admette un voisi- 
nage compact ; 

(v) pour que G soit separe il faut et il suffit que {e} soit ferme dans G. 

(Indications : pour (iii) et (iii) utiliser (i) ; pour (v) remarquer que la "diagonale" 
A = {(x, y) G G x G | x = y} est l'image reciproque de {e} par l'application (x, y) \— > 
xy^ 1 , et que G est separe si et seulement si A est un ferme de G x G). 
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2. Morphismes de groupes 

Definition 2.1 Soient (G,.) et (H,*) deux groupes. Un homomorphisme (ou mor- 
phisme ) de groupes de G dans H est une application f : G — > H veriRant 



2.2. Commentaires. (Les groupes sont notes multiplicativement.) 

2.2.1. Si / : G — > H est un morphisme, alors / envoie l'element neutre ec de G sur 
l'element neutre e# de H : en effet, posant y = f(eo), on a yy = fieoeo) = /(cg) = 
y d'oii y = en par simplification. De meme le lecteur verifiera que, pour tout x G G, 
on a f{x~ v ) = f(x)~ l , et plus generalement f(x n ) = f(x) n pour tout n G Z. 

2.2.2. Exemples elementaires de morphismes : si G et if sont deux groupes quelcon- 
ques, le morphisme "trivial" envoie tout element de G sur l'element neutre de H. 
L'application idc : G — > G est evidemment aussi un morphisme. Si / : G — > if et 
g : H ^ K sont deux morphismes, le compose (? o / : G — > X est un morphisme. 

2.2.3. Autres exemples (et contre-exemples) : si G est un groupe et n un entier, 
l'application g i— > p n de G dans G est un morphisme si G est commutatif, mais pas 
en general : en fait (exercice) pour que g ^ g 2 soit un morphisme, il faut et il suffit 
que G soit commutatif ; meme chose pour g i— > g -1 . 

2.2.4. Plus generalement (exercice) : si / et g sont deux morphismes de G dans i7, 
alors l'application fg : G — > if defini par fg(x) = f(x)g(x) n'est pas en general un 
morphisme, mais elle l'est si if est commutatif. Dans ce dernier cas, l'application 
(/) 9) l— /5 1 ainsi definie est une loi de groupe commutatif sur Hom gI . oupes (G, H). Quel 
est l'inverse d'un morphisme / pour cette loi ? Et en quoi cet exercice generalise-t-il 



2.2.5. Si V et W sont deux espaces vectoriels sur un corps K et / : V — > une 
application f\~-lineaire, alors / est un morphisme de groupes de (V, +) dans (W, +). II 
peut y en avoir d'autres : par exemple, si K = C et V = W = C, l'application zkz 
(conjugaison complexe) est un morphisme de groupes (et meme une application M- 
lineaire) mais n'est pas C-lineaire. Par contre : 

Exercice : si V et W designent deux Q-espaces vectoriels, tout morphisme de 
groupes de (V, +) dans (W, +) est Q-lineaire. (Indication : utiliser 1.4.5). 

2.2.6. Si G est un groupe et 7 un element de G, l'application n 1— > 7™ est un mor- 
phisme de (Z, +) dans G. (Ce sont les seuls, comme nous allons le voir ci-dessous, 



On notera Horn, 



-groupes 




2.2.3 ? 



cf (2.3)). 
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2.2.7. Un endomorphisme d'un groupe G est par definition un morphisme de G dans 
G. Exercice : montrer que les seuls endomorphismes de Z sont de la forme n i— > an, 
pour a G Z. 

2.2.8. Projections. Si G et if sont deux groupes, considerons le produit cartesien 
G x H defini en f .4.9 : on a un morphisme naturel pr x : G x H — > G appele "pre- 
miere projection" et envoyant tout couple (g, /i) sur g. Bien entendu on a aussi une 
deuxieme projection pr 2 : G x if — > H ; ces morphismes sont surjectifs. 

2.2.9. Exercice ("propriete universelle du produit"). Dans la situation de 2.2.8, 
considerons de plus un groupe quelconque V. Montrer qu'il revient au meme de 
se donner un morphisme / : Y — > G x H ou un couple (/i,/2) ou /x (resp. / 2 ) 
est un morphisme de T dans G (resp. if) : on passe de (/i,/2) a / en posant 
/(7) = (/i(7)> Ml)), et on P asse de / a (/i, /2) en posant /i = p^o/ et f 2 = pr 2 o/. 

En d'autres termes, on a une bijection naturelle 

Hom groupes (r,G' x H) — > Horn 

groupes (r,G) x Hom groupes (r,ii) 
/ 1 — > (prio/,pr 2 o/). 

2.2.10. Dans la situation de 2.2.8, on a aussi un morphisme de G dans G x H donne 
par g \— > (g,en) et un morphisme de if dans G x H donne par ft, i— > (ea,h). Ces 
morphismes sont injectifs. 

2.2.11. Exercice. Generaliser 2.2.8, 2.2.9 et 2.2.10 au cas du produit d'une famille 
quelconque de groupes. 

2.2.12. Avez-vous essaye de demontrer toutes les assertions ci-dessus ? Si oui, conti- 
nuez : 

Proposition 2.3 (propriete universelle du groupe Z). Soit G un groupe. 

(i) Soit if : (Z, +) — > G un morphisme. II existe un unique 7 G G tel que <f(n) = r f i 
pour tout jigZ. De plus 7 se deduit de <p par la formule 7 = tp(l). 

(ii) Reciproquement, soit 7 un element quelconque de G. 11 existe un unique mor- 
phisme <£> 7 : Z — > G tei que v? 7 (l) = 7 ; ce morphisme est donne par la formule : 
(p~,(n) = 7™ pour tout n G Z. 

En d'autres termes, on a une bijection naturelle de Hom groupes (Z, G) sur G donnee 
par ip 1— > y?(l), la bijection reciproque associant a un element 7 de G le morphisme 
n I— > 7™ de Z dans G. 

Demonstration, (i) II est clair que 

Stop ! Avez-vous fait la demonstration vous-meme avant de la lire ci-des- 
sous ? Le cours n'est jamais qu'une suite d'exercices corriges et commen- 
tes. Ceci est valable pour TOUS les enonces demontres dans ces notes. 
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Reprenons. II est clair que si <p est de la forme n i— > 7™ pour un 7 G G, on a en 
particulier <p(l) = 7 1 = 7. Ceci montre l'unicite de 7 et la maniere de le deduire de 

ip. 

Pour montrer l'existence, il reste a voir que si l'on definit 7 G G par 7 = 97(1), 
alors on a bien y?(n) = 7™ pour tout n G Z. Or ceci resulte de la propriete plus 
generale ip(nx) = (p(x) n , valable pour tout x G Z (le groupe de depart) et tout 
n G Z (l'ensemble des entiers), propriete enoncee (et demontree par le lecteur, n'est- 
ce pas ?) dans 2.2.1 (remarquez le passage a la notation additive). 

(ii) Pour 7 donne, l'unicite de ip 1 et la formule (f-y^n) = 7™ resultent de (i). Pour 
l'existence, il suffit de verifier que (p 1 dehni par cette fiormule est bien un morphisme 
de groupes envoyant 1 sur 7, ce qui est immediat. ■ 

Definition 2.4 Soit f : G — > H un morphisme de groupes. On dit que f est un 
isomorphisme s'il existe un morphisme g : H — > G tel que go f = Ida et fog = Idn- 
Deux groupes G et H sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme de G sur 

H. 

Remarques : 

2.4.1. Si / est un isomorphisme, il resulte de la definition que l'application / est 
bijective et que l'application g de l'enonce est sa bijection reciproque. En particulier, 
g est unique et est un isomorphisme de H dans G. On aurait done pu definir un 
isomorphisme comme un morphisme bijectif dont l'application reciproque est encore 
un morphisme. Nous allons voir ci-dessous (2.5) que cette derniere restriction est en 
fait superffue. 

2.4.2. Le compose de deux isomorphismes composables est encore un isomorphisme. 
On voit en particulier que si G est un groupe, l'ensemble Aut(G) des automorphismes 
de G, e'est-a-dire des isomorphismes de G sur lui-meme, est un groupe pour la com- 
position des isomorphismes, le symetrique de / G Aut(G) pour cette loi de groupe 
etant l'isomorphisme reciproque de /. II y a ici un facheux conflit de notation : 
s'il est naturel de noter f~ l ce symetrique, il ne faut surtout pas le confondre avec 
l'application g 1— > f(g)^ 1 de G dans G, qui d'ailleurs n'est en general pas un mor- 
phisme. De meme le carre de / pour la loi de groupe de Aut(G) est l'application 
9 ^ /(/(#)) et non l'application g ^ f(g) 2 . 

2.4.3. Exercice : automorphismes interieurs. Si g est un element d'un groupe G, on 
lui associe un automorphisme (dit "interieur") de G, note int 9 , par la formule 

mt g (x) := gxg' 1 

pour tout x G G. On laisse au lecteur le soin de verifier que int 9 est un endomor- 
phisme de G et que int^ = int fl o int^ : cette formule entraine que int fl est bien 
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un automorphisme, d'inverse int g -i. Elle montre aussi que l'application g i— > int g 
est un morphisme de G dans Aut(G). Bien entendu ce morphisme est trivial si (et 
seulement si !) G est commutatif. 

2.4.4. L'interet de la notion d'isomorphisme est que si G et H sont deux groupes 
isomorphes, toute propriete de G "exprimable en termes de la structure de groupe" 
est aussi satisfaite par H . Par exemple : 

2.4.5. Exercice. Parmi les proprietes suivantes, dire lesquelles sont invariantes par 
isomorphie (c'est-a-dire telles que si G possede la propriete considered, tout groupe 
isomorphe a G la possede aussi) : 

(i) G est commutatif ; 

(ii) G est fini ; 

(iii) il existe un element g de G tel que g ^ cq et g 2 = ec ; 

(iv) G est un sous-groupe de Z (voir plus bas pour la notion de sous-groupe) ; 

(v) Gnz = 0. 

2.4.6. II est done tres utile, lorsque Ton a a etudier un groupe donne, de savoir 
qu'il est isomorphe a un groupe deja connu, ou dont les elements sont plus faciles a 
decrire. 

Ainsi, si K est un corps et V un K-espace vectoriel de dimension finie n, alors 
V est isomorphe (comme .fT-espace vectoriel, done a fortiori comme groupe additif) 
a K n ; de meme le groupe GL(V) (cf. 1.4.7) est isomorphe au groupe de matrices 
GL(n,K) de 1.4.8, ce qui facilite souvent l'etude du premier en la reduisant a des 
manipulations matricielles, et inversement eclaire ces memes manipulations en leur 
donnant un sens "geometrique" . 

On observera que dans l'exemple ci-dessus, il n'existe pas en general d'isomor- 
phisme "privilegie" de (V, +) avec (K n , +) ou de GL(V) avec GL(n, K), le choix d'un 
tel isomorphisme dependant de celui d'une base de V comme i^-espace vectoriel. 

Proposition 2.5 Soit f : G — > H un morphisme de groupes. Pour que f soit un 
isomorphisme, il faut et il sufRt que f soit bijectif. 

Demonstration. La necessite a deja ete vue en 2.4.1. Reciproquement, supposons / 
bijectif et soit g : H — > G son application reciproque. Par definition de g, on a 
done g o f — Ida et / o g — Id# de sorte qu'il reste a voir que g est un morphisme. 
Soient done x et y e H : il faut voir que g(xy) = g(x)g(y), or comme / est injective 
ceci equivaut a f(g(xy)) = f(g(x)g(y)). Le premier membre est egal a xy puisque 
fog — Idff. Le second, puisque / est un morphisme, est egal a f(g(x))f(g(y)), done 
a xy a nouveau parce que fog — Idn- ■ 
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2.6. Exercices. 

2.6.1. Soit G = {e,x} un groupe d'ordre 2. II existe un unique isomorphisme de 
(Z/2Z,+) sur G. 

2.6.2. Soit G = {e,x,y} un groupe d'ordre 3 (multiplicatif, d'element neutre e). 
Montrer que y = x 2 = x -1 , que x = y 2 = y~ l , et qu'il existe deux isomorphismes de 
(Z/3Z, +) sur G. 
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3. Sous-groupes 

Definition 3.1 Soit G un groupe, note multiplicativement. Un sous-groupe de G 
est un sous-ensemble H de G verifiant les proprietes suivantes : 

(i) H est stable pour la loi de groupe : pour tous g,g' G H on a gg' G H. 

(ii) Muni de la loi interne induite par celle de G d'apres (i), H est un groupe. 

3.2. Remarques (ou H designe une partie d'un groupe G, note multiplicativement, 
d'element neutre e). 

3.2.1. Si H est un sous-groupe de G, alors l'application "d'inclusion" i : H — > 
G donnee par i(x) = x est un morphisme de groupes, evidemment injectif. En 
particulier (en vertu de 2.2.1) e est l'element neutre de H et l'inverse dans H d'un 
element de H est son inverse dans G. 

3.2.2. Pour que H soit un sous-groupe de G, il faut et il suffit qu'il verifie les condi- 
tions suivantes : 

(i) e e H ; 

(ii) H est stable par la loi de groupe ; 

(iii) pour tout h G H on a h^ 1 G H . 

En effet, ces conditions sont clairement necessaires d'apres 3.2.1. Reciproquement, 
si elles sont satisfaites, la seule propriete qui reste a verifier pour H muni de la loi 
induite est l'associativite ; or celle-ci resulte trivialement de la meme propriete dans 
G. 

3.2.3. En fait, on peut encore "condenser" les conditions precedentes : pour que H 
soit un sous-groupe de G, il faut et il suffit que : 

(i) e G H ; 

(ii) si g G H et h G H alors gh~ l G H. 

En effet, si elles sont verifiees, en prenant g — e dans (ii) (ce qui est permis d'apres 
(i)) on trouve que la condition (iii) de 3.2.2 est satisfaite. Done, si g et h sont dans 
H, alors h^ 1 G H d'ou gh = ^(/i -1 )" 1 G H d'apres (ii), done H est bien stable, cqfd. 

On peut meme remplacer la condition (i) par la condition " H ^ 0" : en effet, 
si if a un element h et verifie (ii), alors e = h^h^ 1 G H. En pratique, cependant, 
la maniere la plus evidente de montrer que H est non vide est de voir qu'il con- 
tient l'element neutre, de sorte que le critere le plus utile est celui que nous venons 
d'enoncer. 
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3.3. Exemples de sous-groupes. 

3.3.1. Si G est un groupe d'element neutre e, il est clair que {e} et G sont des 
sous-groupes de G. 

3.3.2. Si G est un groupe, le groupe Aut(G) des automorphismes de G (cf. 2.4.2) est 
un sous-groupe du groupe &(G) des permutations de G. Si V est un espace vectoriel 
sur un corps K, GL(V) est un sous-groupe de Aut(V, +) et done aussi de <5(V). 

3.3.3. Soit / : G — > H un morphisme de groupes. 

Si G' est un sous-groupe de G, alors son image f(G') est un sous-groupe de 
H. (Verifiez, et profitez-en pour revoir les notions d'image et d'image reciproque 
d'un sous-ensemble. . .) Lorsque G' = G on obtient un sous-groupe de H appele 
simplement image de f et note Im (/), ou f(G). 

Si H' est un sous-groupe de H, son image reciproque f~ 1 (H') est un sous-groupe 
de G. En particulier, pour H' = {e#} on obtient un sous-groupe de G ne dependant 
que de /, appele noyau de f et note Ker /. Ainsi, par definition, 

Kerf = {x G G\f(x) = e H }- 

Quels sont l'image et le noyau du morphisme trivial ? de l'identite de G ? du 
morphisme d'inclusion de 3.2.1 ? 

3.3.4. Ce qui precede permet construire facilement de nombreux exemples de sous- 
groupes, a partir des exemples de morphismes deja connus. Ainsi, si G est un groupe 
abelien et n un entier, l'ensemble des g G G tels que g n = e est un sous-groupe de 
G, ainsi que l'ensemble des g G G de la forme 7™, pour 7 G G : ce sont en effet le 
noyau et l'image de l'endomorphisme g 1— > g n de G, cf. 2.2.3. 

3.3.5. Soit (Hi)i(zj une famille de sous-groupes d'un groupe G (ou / designe un 
"ensemble d'indices" quelconque). Alors il est immediat que 1' intersection f] iGl Hi 
de tous les Hi est un sous-groupe de G, et est le plus grand sous-groupe de G contenu 
dans chacun des Hi. 

Par contre la reunion des Hi n'est pas en general un sous-groupe. Par exemple 
(exercice) la reunion de deux sous-groupes de G n'est un sous-groupe que si l'un des 
deux est inclus dans l'autre. 

Autre exercice : si G est un groupe commutatif et si pour n G Z on pose G n = 
{g G G I g n = ec}, alors U n gz\{o} ^ n es ^ un sous-groupe de G. 

3.3.6. Centralisateur. Soit S une partie d'un groupe G. On appelle centralisateur de 
S dans G, et Ton note Z G (S), l'ensemble des elements x de G qui commutent avec 
tous les elements de S, e'est-a-dire tels que xs = sx pour tout s G S. On voit tout de 
suite que e'est un sous-groupe de G. Quel est le centralisateur de l'ensemble vide ? 
de {e} ? A quelle condition sur S a-t-on la propritete que S C Zq(S) ? Pouvez-vous 
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trouver une formule donnant le centralisateur d'une reunion ? d'une intersection ? 
une relation entre Z G (S) et Z G (T) lorsque S C T ? une relation entre Z G (S) et 
Z H (S) lorsque S est contenu dans un sous-groupe H de G ? 

3.3.7. Centre. Le centre C(G) d'un groupe G est par definition le centralisateur de G 
dans G. C'est done l'ensemble des elements de G qui commutent avec tout element 
de G. C'est un sous-groupe commutatif de G : pourquoi ? A quelle condition sur G 
a-t-on C{G) = G ? Si K est un corps et n e N, quel est le centre de GL(n, X) ? 
(C'est un exercice classique d'algebre lineaire.) 

Proposition 3.4 Soit f : G — > if un morphisme de groupes. Pour que f soit 
injectif, il faut et il sufEt que Ker / = {ec}. 

Demonstration. Supposons / injectif. Alors Ker / = / _1 (e#) a au plus un element 
(par definition de l'injectivite). Comme il contient de toute fagon e G il est egal a 

Reciproquement, supposons que Ker / = {e G } ; soient g et h dans G tels que 
f(g) = f(h), et montrons que g = h : on a figh' 1 ) = f^fih)^ 1 = en d'ou 
gh^ 1 G Ker / done gh^ 1 = e G d'apres l'hypothese, d'ou enfin g — h. ■ 

3.5. Sous-groupe engendre par un element. Si 7 est un element fixe d'un groupe G, 
le morphisme n 1— > 7™ de (Z, +) dans G (cf. 2.2.6) a pour image un sous-groupe 
(7) de G, qui est l'ensemble des puissances (avec exposants entiers relatifs) de 7. 
C'est le sous-groupe engendre par 7, sur lequel nous reviendrons ; en attendant le 
lecteur peut deja verifier, a titre d'exercice, que (7) est un sous-groupe de G qui 
contient 7, et que c'est le plus petit sous-groupe de G ayant cette propriete, en ce 
sens que tout sous-groupe de G contenant 7 contient (7). Noter aussi que (7) est 
automatiquement commutatif. On pourrait le noter •y z mais cette notation est peu 
utilisee ; par contre si G est note additivement, on rencontre souvent la notation Z7 
pour (7). 

Quel est le sous-groupe engendre par le nombre 1 (resp. 2, resp. —1) dans (R, +) ? 
Et dans (R*, x) ? Quel est le sous-groupe engendre par % dans (C, +) ? Et dans 
(C*,x)? 

Dans Z, les sous-groupes de ce type sont en fait les seuls : 

Proposition 3.6 Soit H un sous-groupe de (Z, +). 11 existe un unique entier n > 
tel que H = nZ. 

De plus n est caracterise comme suit : si H = {0} on a n = et sinon n est le 
plus petit element > de H . 

Demonstration. Elle a ete vue en premiere annee ; rappelons-la : 
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Unicite. Si m et n sont deux entiers tels que nZ = mZ, alors en particulier chacun 
est multiple de l'autre (puisque n G mZ et m G nZ) de sorte que n = ±m d'ou 
n = m si de plus m et n sont > 0. 

Existence. Si H = {0} il est clair que H = 0Z. Supposons done que H a au moins 
un element non nul. Comme e'est un sous-groupe de Z il contient aussi l'oppose de 
cet element, et il est done clair qu'il contient au moins un element positif. (Bien 
entendu vous avez fait la demonstration seul avant de lire ceci : avez-vous pense a 
cette partie de l'argument ?) 

II existe done dans H un plus petit element positif (puisque toute partie non 
vide de N a un plus petit element) ; notons-le n, et montrons que H = nZ. II est 
clair que nL C H puisque n G H et que H est un sous-groupe. Reciproquement, soit 
h G H : par division euclidienne, licite puisque n > (et ca, vous y aviez pense ?), 
il existe des entiers q et r tels que h = nq + r et < r < n. La premiere relation 
montre que r G H puisque r = h — nq ; la seconde implique alors que r = 0, sinon 
r serait un element de H, positif et plus petit que n, en contradiction avec le choix 
de n. On a done h = nq G nL, cqfd. ■ 

Proposition 3.7 Soient m et n deux entiers. Alors : 

(i) mZnnZ = PPCM (m, n)Z ; 

(ii) mZ + nZ = PGCD (m, n)Z. 

Demonstration. La premiere assertion equivaut a dire que l'ensemble des multiples 
communs ametn coincide avec l'ensemble des multiples du PPCM de m et n, ce 
qui n'est autre que la definition de celui-ci. 

Montrons la seconde. On sait qu'il existe un entier d tel que mZ + nZ = dZ ; 
montrons que d est le PGCD de m et n. II est d'abord clair que d divise m (et n, par 
symetrie) puisque m G mZ C mZ + nZ = dZ. II reste done a voir que tout diviseur 
commun ametn divise d. Or comme d G dZ = mZ + nZ, il existe des entiers u et 
v tels que d = mu + nt> ("identite de Bezout"), et il est bien clair que tout diviseur 
commun ametn divise mu + nv, cqfd. ■ 

3.8. Ordre d'un element. Nous allons maintenant, pour un element donne 7 d'un 
groupe G, etudier la structure du sous-groupe (7) qu'il engendre. Nous allons voir 
qu'elle est determinee par un entier (enfin presque) appele Vordre de 7. 

Definition 3.9 Soit 7 un element d'un groupe G. On dit que 7 est d'ordre infini 
si (7) est un groupe infini. Sinon, on dit que 7 est d'ordre fini et son ordre est par 
definition Vordre (e'est-a-dire le cardinal, cf. (1.2. 2) J du groupe (7). 

3.10. Essayons de cerner un peu mieux le groupe (7) (G et 7 etant fixes une fois 
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pour toutes dans cette discussion). Par definition, (7) est l'image du morphisme 
if : Z — > G envoyant k sur •y k . Distinguons deux cas : 

3.10.1. if est injectif. Alors <f est une bijection (done un isomorphisme, puisque e'est 
deja un morphisme) de Z sur (7) ; ce dernier est done un groupe infini, et 7 est 
d'ordre infini. 

3.10.2. if n'est pas injectif. Alors le noyau H de (f n'est pas nul d'apres (3.4), et est 
done d'apres (3.6) de la forme nZ, pour un unique entier n > 0. 

Nous allons voir que cet entier n n'est autre que l'ordre de 7. Pour cela, noter 
que par definition, H est l'ensemble des entiers k tels que 7 fc = e ; la proposition 
(3.6) nous fournit done deux manieres legerement differentes de caracteriser n : 

(a) n > 0, et pour qu'un entier k verifie 7 fc = e, il faut et il sufflt que n divise k ; 

(b) n est le plus petit entier k > tel que 7 fc = e. 

Nous allons en tirer deux demonstrations (essentiellement equivalentes) de l'as- 
sertion "n est l'ordre de 7". Commengons par la plus terre-a-terre, utilisant (b). 
Tout element de (7) est de la forme 7 fe , pour un entier k ; par division euclidienne, 
on peut ecrire k = nq + r avec q entier et < r < n. Or (b) entraine que 7™ = e 
d'o u 7^ = 7 r . Autrement dit les elements de (7) sont e,7,7 2 , . . . / ~f n ~ l . De plus ces 
elements sont distincts : si Ton avait 7° = 7 6 avec < a < b < n, on en deduirait 
y>-a _ e q U j con tredirait (b). Done le nombre d'elements de (7) est n, cqfd. 

Montrons maintenant la meme chose, mais en utilisant (a). La relation 7™ = e 
implique que "7^ ne change pas si l'on ajoute a k un multiple de n". En d'autre 
termes, 7 fc ne depend que de la classe de k modulo n de sorte que l'on a une appli- 
cation Tp : Z/nZ — > (7) envoyant une classe k modulo n sur 7 fc ou k est un element 
quelconque de cette classe (le resultat ne dependant pas du choix de k). 

Recapitulons en donnant ci-dessous les caracterisations de l'ordre que nous ve- 
nons de voir (la premiere etant la definition adoptee ici) : 

Proposition 3.11 Soit 7 un element d'un groupe G, et soit n un entier > 0. . 

(i) L'ordre de 7 est egal a l'ordre du groupe (7). 

(ii) Pour que 7 soit d'ordre infini il faut et il sufBt que (7) soit isomorphe a Z. 
(hi) Pour que 7 soit d'ordre n il faut et il suffit que (7) soit isomorphe a Z/nZ. 

(iv) Si 7 est d'ordre n alors (7) = {e,7,7 2 , . . . r y n ~ 1 }, et ces elements sont deux a 
deux distincts. De plus 7™ = e. 

(v) Si 7 est d'ordre n et si k est un entier, alors pour que j k = e il faut et il suffit 
que n divise k. ■ 

3.12. Exercice. Soit G un groupe topologique (cf. 1.5). 
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3.12.1. Si H est un sous-groupe de G, montrer que l'adherence H de H dans G 
est un sous-groupe ferine de G, et que c'est le plus petit sous-groupe ferine de G 
contenant H . 

3.12.2. On suppose que G est localement connexe (tout point de G admet une base 
de voisinages connexes). Montrer qu'il existe un plus grand sous-groupe connexe G° 
de G, qui est la composante connexe de e dans G, et qui est a la fois ouvert et ferine 
dans G. 

Determiner G° pour : G = R* ; G = GL(n,R) ; G = GL(n,C). 

3.12.3. Montrer que les sous-groupes fermes de R sont R, {0}, et les sous-groupes 
de la forme aZ (a G R). 

(Indication : si H est un sous-groupe ferine de R, non nul et distinct de R, montrer 
que HD]0, +oo[ admet une borne inferieure a > ; montrer alors que a G H, puis 
que H = aL). 

3.12.4. Soit 6 un nombre reel irmtionnel. Montrer que l'ensemble Z + Z6 des reels 
de la forme a + 60 avec a et b G Z (qui est le sous-groupe de R engendre par {1,0}, 
cf. 4.4 plus bas) est dense dans R. (Considerer son adherence et utiliser 3.12.1 et 

3.12.3) . 

En deduire que, pour tout reel e > 0, il existe des entiers p et q, avec q ^ 0, tels 
que - £ < 5. 

3.12.5. Soit C un nombre complexe de module 1. Montrer que, ou bien ( est d'ordre 
fini dans C* (i.e. est une racine de l'unite), ou bien il existe, pour tout reel e > 0, 
un entier n tel que ( n ^ 1 et |C n — 1| < e. (Indication : ecrire ( = e 2t7re et appliquer 

3.12.4) . 

3.12.6. Retrouver le resultat de 3.12.5 en remarquant que le groupe des nombres 
complexes de module 1 est compact. 
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4. Sous-groupe engendre 
par une partie d'un groupe 

Definition 4.1 Soit S une partie quelconque d'un groupe G. On appelle sous- 
groupe de G engendre par S, et Von note (S), l'intersection de tous les sous-groupes 
de G contenant S. 

On dit que S engendre G si (S) = G. 

II est clair que (S) est un sous-groupe de G, comme intersection d'une famille 
de sous-groupes (famille d'ailleurs non vide car G en fait partie). II est clair aussi 
(j'espere ?) que S C (S). En fait : 

Proposition 4.2 Avec les notations de la definition 4.1, (S) est le plus petit sous- 
groupe de G contenant S. 

"Le plus petit" est a comprendre au sens de l'inclusion : l'enonce signifie que, d'une 
part, (S) est un sous-groupe de G contenant S (ce que nous avons deja dit), et d'autre 
part que tout sous-groupe H de G contenant S contient aussi (S). La demonstration 
de cette propriete est triviale : H fait alors partie de la famille des sous-groupes de G 
contenant S done contient (S) qui est par definition l'intersection de cette famille ! 

■ 

4.2.1. Exercice : quel est le sous-groupe de G engendre par l'ensemble vide ? par 
{e} ? par un sous-groupe donne de G ? Quel est le sous-groupe de Z engendre par 
N ? 

4.3. Remarque. On a avec 4.2 un bon exemple de demonstration completement 
"formelle" : elle n'utilise meme pas la definition d'un groupe ou d'un sous-groupe, 
mais seulement le fait que l'intersection d'une famille de sous-groupes est encore un 
sous-groupe. A ce titre, la proposition ci-dessus a des analogues dans de nombreux 
contextes dont un exemple, au moins, devrait etre connu : e'est celui du sous-espace 
vectoriel engendre par une partie d'un espace vectoriel, que Ton peut definir comme 
l'intersection de tous les sous-espaces contenant cette partie. L'analogue de 4.2 est 
encore vrai, avec la meme demonstration. 

Cependant, le lecteur, a l'esprit agile, se souvient sans doute d'une autre defini- 
tion du sous-espace engendre : e'est aussi l'ensemble des combinaisons lineaires des 
elements de la partie envisagee. Fort heureusement il existe un enonce analogue ici : 

Proposition 4.4 Avec les notations de la definition 4.1, un element x de G appar- 
tient a (S) si et seulement si x peut s'ecrire comme le produit (au sens de la hi 
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de groupe de G) d'un nombre fini d'elements de S et d'inverses d 'elements de S ; 
autrement dit, si x peut s'ecrire 

x ~ °1 °2 °m 

avec m dans N, les Sj dans S et les E{ dans { — 1, +1}. 

Demonstration. Appelons mot sur S tout element de G de la forme specifiee dans 
l'enonce, et soit H l'ensemble des mots sur S. 

II est clair que H est une partie de G contenant S puisque tout element de S est 
de fagon evidente un mot sur S (avec m — 1). 

Montrons que H est un sous-groupe de G : d'abord H contient 1' element neutre, 
qui correspond au "mot vide" (i.e. au cas m — 0, avec la notation de l'enonce). (II 
correspond aussi au mot ss -1 , ou s est un element quelconque de S ; cependant 
cet argument est en defaut si S est vide. . .) Ensuite il est clair que le produit de 
deux mots est un mot (il suffit de les "ecrire bout a bout") et que l'inverse d'un 
mot est un mot (appliquer la formule de l'inverse d'un produit). Done H est bien 
un sous-groupe d'apres 3.2.2. 

II resulte done de 4.2 que (S) C H. 

Montrons l'inclusion reciproque : (S) contient tous les elements de S, done aussi 
leurs inverses puisque (S) est un sous-groupe de G, done aussi, pour la meme raison, 
tous les produits finis de ces gens-la. Autrement dit, (S) contient H. ■ 

4.4.1. Remarque. On deduit immediatement de 4.4 le cas particulier suivant : si 7 est 
un element de G, le sous-groupe engendre par {7} n'est autre que le "sous-groupe 
engendre par 7" deja rencontre plus haut (3.5). 

4.4.2. Exercice. Montrer que la proposition 4.4 reste valable si a la fin de l'enonce 
on remplace "les Si dans { — 1,+1}" par "les £j dans Z". Reste-t-il valable si l'on 
remplace {-1, +1} par N ? par {-1, +2} ? par {-17, +10000} ? 

4.4.3. Exercice. Soit / : G — > H un morphisme de groupes, et soit S une partie de 
G telle que f(s) = e# pour tout s e S. Montrer que (S) C Ker /, de deux manieres 
differentes : en utilisant 4.2 et en utilisant 4.4. Que pensez-vous de la reciproque ? 

4.4.4. Exercice. Si S est une partie d'un groupe G, montrer que Zq(S) = Zq({S)) 
(cf. 3.3.6). Si tous les elements de S commutent entre eux, que peut-on dire du 
groupe {S) ? Reciproque ? 

4.4.5. Exercice. Voici un exemple d'application de la notion de sous-groupe engendre. 
Soient n e N et ai, . . . , a n des elements d'un groupe commutatif G, et considerons 
le produit p — a± ■ ■ • a n . On a dit en 1.3.5 que "changer l'ordre des termes ne change 
pas le produit", ce qui signifie de facon precise que, pour toute permutation a G & n 
de {1, ... ,71} (cf. 1.4.7) on a a a ^ ■ ■ ■ a CT ( n ) = p. Notons p a le premier membre de 
cette relation. 
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Pour 1 < i < n — 1 notons Tj la "transposition" echangeant i et i + 1 et laissant 
fixes les autres elements de {l,---,n}. On verra plus loin (11.7) que le groupe 
symetrique & n est engendre par {t±, ■ ■ ■ , r n _i}. Admettant ce resultat, il est facile 
de prouver pour tout o e © n la formule p a = P '■ considerer 1 'ensemble if des a qui 
la verifient, montrer que c'est un sous-groupe de & n , et montrer qu'il contient les 
en utilisant la regie de regroupement de 1.3.5 et la commutativite de G. 

Si Ton ne suppose plus que G est commutatif mais seulement que les Oj com- 
mutent entre eux, le resultat est encore valable : on peut reprendre l'argument 
precedent et constater qu'il marche encore, mais on peut aussi se ramener au cas ou 
G est commutatif : comment ? 
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5. Groupe operant sur un ensemble 

Definition 5.1 Soient G un groupe (note multiplicativement, d'element neutre e) 
et E un ensemble. 

Une operation (ou action ) a gauche de G sur E est une application 

Gx E — > E 
(g,x) i — ► g*x 

verifiant les proprietes suivantes : 

(i) \/x G E, e * x = x ; 

(ii) V(g, g',x)eGxGxE, (gg') * x = g * (g' * x). 

Une operation (ou action ) a droite de G sur E est une application 

ExG 

(x,g) 

verifiant les proprietes suivantes : 

(i) \/x G E, x * e = x ; 

(ii) W(x,g,g')eExGxG,x*(gg') 

5.2. Remarques. 

5.2.1. Notations courantes. Sauf mention du contraire, on notera gx (resp. xg) plutot 
que g * x (resp. x * g), et "action" signifiera "action a gauche". Si une confusion est 
possible (avec la loi de groupe de G notamment) la notation g.x pourra aussi etre 
utilisee. 

La propriete 5.1(h) permet d'omettre les parentheses dans les formules : on note 
en general gg'x 1' element (gg')x = g(g'x) de E. 

Tout ceci suppose que G est note multiplicativement, faute de quoi la notation 
gx est formellement deconseillee ! 

On dira "soft G un groupe operant sur un ensemble E" plutot que "soft (g, x) \— > 
gx une action a gauche de G sur E" . 

5.2.2. La distinction entre actions a droite et a gauche n'est pas une simple question 
de notation. Si G opere a gauche sur E (par (g,x) i— > gx) et si l'on pose x * g = gx 
pour g G G et x G E, alors on a bien defini une application de E x G dans E mais 
ce n'est pas pour autant une action a droite ! (exercice). 

Par contre (exercice encore) on obtient une action a droite en posant x*g = g~ 1 x : 
cette remarque permet de deduire d'un enonce sur les actions a gauche l'enonce 
symetrique pour les actions a droite. 



E 

x * g 



(x*g) *g'. 
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5.2.3. G-ensembles et G-morphismes. Si G est un groupe, on appelle G-ensemble 
(sous-entendu : a gauche) tout ensemble muni d'une action a gauche de G. Un 
morphisme d'un G-ensemble E vers un G-ensemble F (on dit aussi un G-morphisme 
de E dans F) est par definition une application / : E — > F qui est G-equivariante, 
c'est-a-dire verifie f(gx) = gf(x) pour tout x G E. Un isomorphisme de G-ensembles 
est un morphisme ayant un inverse qui est aussi un morphisme ; en fait il revient au 
meme de dire que c'est un G- morphisme bijectif (exercice). 

L'application identite d'un G-ensemble dans lui-meme est un G-morphisme ; le 
compose de deux G-morphismes est un G-morphisme. 

5.3. Exemples. 

5.3.1. L' action triviale. Si E est un ensemble quelconque et G un groupe quelconque, 
on definit une action, dite triviale, de G sur E en posant gx = x pour tout g G G 
et tout x G E. Exercice : montrer que toute action d'un groupe trivial est triviale, 
ainsi que toute action d'un groupe quelconque sur un ensemble a moins de deux 
elements. 

5.3.2. Si E est un ensemble quelconque, le groupe &(E) (cf. 1.4.7) opere a gauche 
sur E : pour er G &{E) et x G E on pose ax = a(x). En d'autres termes, E est de 
fagon naturelle un ©(E)-ensemble. 

5.3.3. Si G opere sur E et si / : G' — > G est un morphisme de groupes, alors G' 
opere aussi sur E par la formule g'x = f(g')x. L'action de G 1 ainsi definie est dite 
induite par l'action de G (sous-entendu : via le morphisme /). Un cas particulier 
tres important est celui ou G' est un sous-groupe de G et / le morphisme d'inclusion 
de G' dans G. 

5.3.4. Soient G un groupe, E un ensemble et / : G — > &(E) un morphisme. Com- 
binant les deux exemples precedents on obtient une action de G sur E, donnee par 

gx = f(g)(x). 

Inversement, si G opere sur E, on peut associer a tout g G G une application 
f(g) de E dans E, definie par f(g)(x) = gx pour x G E ; la definition d'une action 
de groupe implique que /(e) = Id^ et que f(gh) = f(g) o f(h) pour g et h G G. 
En particulier, pour tout g <E G, f(g) : i£ — > E est bijective (d'inverse fig' 1 )) et 
finalement l'application g i— > /(#) ainsi definie est un morphisme de G dans &(E). 

En resume, il revient au meme de se dormer une action a gauche de G sur E ou 
un morphisme de groupes de G dans &(E). 

5.3.5. Actions de Z. Soit (n,x) i— > n * x une action a gauche de (Z, +) sur E. On a 
en particulier une bijection a de E sur lui-meme donnee par x i— > cr(x) := 1 * x, et 
l'on verifie sans peine (j'espere) que l'on a n * x = a n (x) pour tout n G Z et tout 
x <E E. Autrement dit, l'action est entierement determinee par a. 
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Reciproquement, si a : E — > E est une bijection quelconque, on en deduit une 
action de Z sur E en posant n * x = a n (x) pour tout n E Z et tout x E E, et la 
bijection associee a cette action n'est autre que a. (Ou utilise-t-on le fait que a est 
une bijection ?) 

En resume (vous avez bien tout verifie ?), il revient au meme de se donner une 
action de Z sur E ou une bijection de E sur lui-meme. 

Tout ceci peut etre vu comme un cas particulier de 5.3.4 : une action de Z est "la 
meme chose" qu'un morphisme de (Z, +) dans &{E), qui a son tour est "la meme 
chose" qu'un element de &(E) d'apres la propriete universelle de Z (2.3). 

5.3.6. Si G opere sur E, alors G opere aussi sur V(E) (l'ensemble des parties de E) 
par la formule a A = cr(A). 

Par exemple, prenons E — {1, . . . , n} et G — &(E) = © n : on obtient ainsi, par 
le procede de 5.3.4, un morphisme de ©„ dans &(V(E)) et aussi, en numerotant les 
parties de E de 1 a 2 n , un morphisme de 6 n dans 6 2 ». Ce genre d'argument est 
souvent utilise pour construire des morphismes d'un groupe donne vers un groupe 
symetrique. 

Autre exemple : de Paction naturelle de ©4 sur E = {1, 2, 3, 4} on deduit une ac- 
tion sur l'ensemble X des partitions de E en deux parties a deux elements. Comme 
X a 3 elements (lesquels ?) on en tire un morphisme de ©4 dans ©3. Exercice : 
montrer que ce morphisme est surjectif. Quel est son noyau ? 

5.3.7. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Alors GL(V) opere a gauche sur 
V (d'ailleurs c'est un sous-groupe de &(V)). D'autre part le groupe multiplicatif 
K* opere a gauche sur V (et aussi a droite, parce que K* est commutatif) "par 
homotheties" , selon la formule (X,x) 1— > Xx pour A E K* et x E V . Ces deux actions 
sont K-lineaires, c'est-a-dire que pour tout g E GL(V) (resp. g E K*) l'application 
x I— > gx de V dans V est K-lineaire. 

On a aussi une action du groupe additif V sur V par translations, donnee par 
(v, x) 1— > x + v : celle-ci n'est pas if-lineaire et sera generalisee ci-dessous. 

5.3.8. Gardons les notations de 5.3.7. De Faction de GL(V) sur V on deduit que ce 
groupe opere aussi sur "tout ensemble deduit naturellement de V". Par exemple il 
opere a gauche sur l'ensemble des sous-espaces vectoriels de V (par (g, W) 1— >• g(W)), 
ou sur l'ensemble des bases de V. Si E est un X-espace vectoriel, GL(V) opere a 
gauche sur Hom^(£', V) par (g, f) 1— > g o / '. 

De meme il opere a droite sur le dual V* de V : pour g E GL(V) et y? E V* on 
pose ipg = <f o g. II opere aussi a droite sur l'ensemble des formes bilineaires sur V 
(comment ?). Si E est un X-espace vectoriel, GL(V) opere a droite sur Hom^(l/, E) 
par (g, f) 1— > / o g ; l'exemple de V* est le cas particulier ou E = K. 

5.3.9. Soit H un sous-groupe d'un groupe G. On dispose de trois actions naturelles 
de H sur (l'ensemble sous-jacent a) G : 



23 



GROUPES 



- Taction a gauche par translations, donnee par (h,x) i— > hx pour h G H et 

rr G G ; 

- Taction a droite par translations, donnee par (x, h) \— > x/i pour h <E H et 
x eG ; 

- Taction a gauche par conjugaison (ou "par automorphismes interieurs" ) , donnee 
par (h, x) i— > hxh^ 1 pour h <E H et x <E G. 

Noter une difference importante entre ces actions : la troisieme, contrairement 
aux deux premieres, est une action par automorphismes, c'est-a-dire que pour tout 
h G H Tapplication x \— > hxh~ l est un automorphisme de G. En d'autres termes, le 
morphisme de H dans (3(G) deduit de cette action est en fait un morphisme dans 
Aut(G). 

Remarquer aussi que pour Taction par automorphismes interieurs, il faut abso- 
lument eviter la notation (h, x) \— > hx pour noter Taction de groupe ! 

5.3.10. Exercice. Prenant H = G = Z dans 5.3.9, on obtient trois actions de Z sur 
lui-meme et done, d'apres 5.3.5, trois bijections de Z sur lui-meme. Lesquelles ? 

5.4. Vocabulaire. Soit G un groupe operant a gauche sur un ensemble E. 

5.4.1. Stabilisateurs. Le stabilisateur d'un element x de E est le sous-groupe G x de 
G defini par 

G x := {g G G | gx = x}. 

5.4.2. Points fixes. On dit que x G E est un point fixe de g G G si g G G x , c'est-a-dire 
si go; = x. On dit que x est un point fixe de G (ou de Taction de G) si G x = G ; on 
dit aussi dans ce cas que G opere trivialement sur x. 

5.4.3. Actions libres. On dit que G opere librement sur .E si G x = {e} pour tout 
x G E (autrement dit, si aucun element non trivial de G n'a de point fixe). 

5.4.4. Exercice. Soit / : G — > 6(-E) le morphisme deduit de Taction de G (cf. 5.3.4). 
Montrer que Ker / = f] xeE G x . 

On dit que Taction de G est fidele si / est injectif. Peut-on deduire de ce qui 
precede que toute action libre est fidele ? Que pensez-vous de la reciproque ? 

5.4.5. Exercice. Montrer que Taction a gauche de G sur lui-meme par translations est 
fidele. En deduire que G est isomorphe a un sous-groupe du groupe 6(G) des per- 
mutations de Tensemble sous-jacent a G, puis que tout groupe Gni G est isomorphe 
a un sous-groupe de & n , ou n est Vordre de G. 

5.4.6. Orbites. Pour x G E, on appelle orbite de x (sous G) Timage de Tapplication 
g I— > gx de G dans E, autrement dit Tensemble 

Gx := {gx} geG C E. 
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Ainsi, x est un point fixe si et seulement si Gx = {x}. 

Attention : ne pas confondre le stabilisateur G x et l'orbite Gx. Dans un document 
manuscrit (une copie d'examen par exemple) les deux notations peuvent devenir dan- 
gereusement proches, et le lecteur n'est pas forcement enclin a choisir la bonne. . . 

5.4.7. Exemple des actions de Z. Soit a une bijection de E sur lui-meme. On a alors 
(5.3.5) une action de Z sur E donnee par (n,x) i— > cr n (x). Pour x G E fixe, l'orbite 
de x pour cette action (appelee simplement l'orbite de x sous a) est l'ensemble des 
transformers de x par les puissances (positives et negatives !) de a. 

5.4.8. Exercice : dans 1' exemple 5.3.7, quelles sont les orbites pour Paction de GL(V) 
sur V ? (On doit trouver "en general" deux orbites). Et pour Taction de K* sur V ? 
Cette derniere action est-elle libre ? Et pour Taction de GL(V) sur l'ensemble des 
sous-espaces de V definie en 5.3.8 ? (On pourra supposer V de dimension finie). 

5.4.9. Exercice. Quelles sont les orbites pour Taction naturelle du groupe orthogonal 
0(n, M) sur W 1 ? Et pour Taction du groupe special orthogonal SO(n,R) = {u G 
0(n,R)|det(u) = 1} ? 

5.4.10. Parties stables. Un sous-ensemble F de E est dit G-stable si gF C F pour 
tout g G G. On dit aussi que F est G-invariant, ou que c'est un sous-G-ensemble de 
E (il est clair que Ton a alors une action de G sur F, et que T application d'inclusion 
de F dans E est un G-morphisme) . 

5.4.11. Exercice : si F est une partie G-stable de E on a en fait gF = F pour tout 
g G G (indication : utiliser Tinverse). Ceci justifie T expression "G-invariant" . 

5.4.12. Exercice : toute orbite est G-stable ; plus generalement une partie F de E 
est G-stable si et seulement si elle est reunion d'orbites. 

5.4.13. Cas des actions a droite. Les notions ci-dessus se transposent, mutatis mu- 
tandis, aux actions a droite ; bien entendu il est alors preferable de noter xG l'orbite 
de x. 

Proposition 5.5 Soit G un groupe operant a gauche sur un ensemble E. Pour tout 
x G E et tout g G G, le stabilisateur de gx est G gx = gG x g~ x . 

En particulier, les stabilisateurs des points d'une meme orbite sont conjugues les 
uns des autres. 

Demonstration. Pour 7 G G, on a les equivalences : 

7 G G gx -/gx = gx g~ l igx = x g~ x ^g e G x 7 G gG x g~ l . ■ 

5.5.1. Remarque. Pour une action a droite, un raisonnement similaire montre que 
le stabilisateur de xg est, cette fois, g~ 1 G x g. 11 est dangereux de vouloir retenir ces 
formules par cceur ; il est bien plus sur de refaire le raisonnement. 
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5.5.2. Exercice. Si G est commutatif, que devient l'enonce ? 

Proposition 5.6 (et definition) Soit G un groupe operant a gauche (resp. a droite) 
sur un ensemble E. Alors les orbites sous G forment une partition de E. 

En d'autres termes, la relation y G Gx (resp. y G xG) sur E est une relation 
d' equivalence. 

L'ensemble quotient de E par cette relation, c'est-a-dire Vensemble des orbites, 
est appele le quotient de E par Taction de G et est note G\E (resp. E/G) s'il n'y 
a pas de confusion sur Faction de G. 

La demonstration est laissee au lecteur. C'est d'ailleurs un bon exercice de demontrer 
independamment les deux versions (partition d'une part, relation d'equivalence de 
l'autre). ■ 

5.6.1. Comme pour toute relation d'equivalence, on a une application naturelle, dite 
"canonique" 

7T : E — ► G\E 

qui a tout element x de E associe son orbite (c'est-a-dire sa classe d'equivalence) 
Gx. Cette application a les vertus fondamentales suivantes : 

(i) 7r est surjective ; 

(ii) pour tous x, y G E, on a ir(x) = ir(y) si et seulement si x et y ont la meme 
orbite, autrement dit s'il existe g G G tel que y = gx. 

Corollaire 5.7 Soit G un groupe operant a gauche librement (5.4.3) sur un ensem- 
ble E. Alors, pour toute orbite X de E on a \X\ = \G\, et de plus 

\E\ = \G\ \G\E\. 

Demonstration. Pour x G E, l'application g i— > gx est injective puisque Taction est 
libre ; elle induit done une bijection de G sur son image qui n'est autre que T orbite 
de x, d'ou la premiere assertion. 

D'autre part il resulte de 5.6 que \E\ est somme des cardinaux des orbites. 
Comme ceux-ci sont tous egaux a \G\ on a done \E\ = \G\ x (nombre d'orbites), 
d'ou la formule. ■ 

5.7.1. Remarque. Le cas le plus interessant est celui ou E est fini et non vide : la 
formule montre que G est automatiquement fini dans ce cas (exercice : le prouver 
directement ; ou sert Thypothese E ^ ?). On laisse au lecteur le soin de se con- 
vaincre que la formule de l'enonce est encore valable si Tun des termes est infini, 
avec les conventions usuelles. Noter le cas ou E est vide : alors G\E Test aussi, de 
sorte que la bonne convention est oo x = 0. 
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5.7.2. Remarque. Bien entendu l'enonce analogue pour une action a droite est vala- 
ble ; il suffit de remplacer \G\E\ par \E/G\ dans la formule. 

5.8. Actions transitives. On dit que G opere transitivement sur E si Gx = E pour 
tout x G E ; autrement dit, si pour x et y quelconques dans E il existe g e G tel que 
y = grr. D'apres la proposition precedente, il revient au meme de dire que G\E a au 
plus un element (il y a au plus une orbite). Attention : avec la definition adoptee ici, 
l'unique action de G sur l'ensemble vide est transitive, mais n'a aucune orbite (c'est 
d'ailleurs la seule : toute action transitive sur un ensemble non vide a une orbite et 
une seule, qui est l'ensemble lui-meme). 

Inversement, si G opere sur un ensemble quelconque E, Faction induite sur 
chaque orbite de E sous G est transitive. 

5.8.1. Exercice. Avec les notations de 5.3.8, supposons V de dimension finie sur K. 
Montrer que Taction naturelle de GL(V) sur l'ensemble des bases de V est libre et 
transitive. 

5.9. Exemple. Soit H un sous-groupe de G ; voyons ce que donnent les notions 
ci-dessus dans le cas des actions defmies en 5.3.9 : 

5.9.1. L'action de H sur G par conjugaison n'est pas libre en general (par exemple e 
est un point fixe ; dans quels cas cette action est-elle tout de meme libre ?). L'orbite 
d'un element de G est appelee sa classe de conjugaison sous H . 

Si H = G, l'orbite de x est done l'ensemble des gxg^ 1 ou g parcourt G, et on 
l'apelle simplement la classe de conjugaison de x dans G. Le stabilisateur de x est 
le centralisateur Zq(x) de x, deja rencontre (3.3.6). 

L'ensemble des classes de conjugaison sous H n'est jamais note H\G ; cette 
notation sera reservee au quotient par Taction a gauche de H par translations. 

5.9.2. Les actions de H sur G a droite et a gauche par translations sont libres ; nous 
allons les etudier en detail au paragraphe suivant. 
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6. Classes modulo un sous-groupe 

6.1. Composition de sous-ensembles d'un groupe. Si A et B sont deux parties d'un 
groupe G, on note simplement AB l'image de Ax B par la loi de groupe, c'est-a-dire 
Tensemble des produits ab avec a E A et b e B" . Si A (resp. B) n'a qu'un element a 
(resp. b) on note glB (resp. Ab) plutot que {a}fi (resp. A{b}). On a (AB)C = A(BC) 
avec ces notations, et la regie de regroupement (1.3.5.1) s'applique. (En fait, ce qui 
precede est valable pour tout ensemble G muni d'une loi associative et permet de 
definir une loi associative sur Tensemble des parties de G). 

On note aussi A' 1 Tensemble des inverses des elements de A ; on a (A^ 1 )^ 1 = A 
mais pas AA^ 1 = {e} en general. Par exemple, de l'egalite AB = C entre parties de 
G on peut deduire ABB" 1 = CB" 1 mais pas A = CB~ l (exercice-piege : peut-on 
en deduire A C CB^ 1 ?). 

Cependant on a bien AA~ l = {e} si (et seulement si) A est reduit a un element ; 
les implications du genre aBc^ 1 = D => B = a~ x Dc (ou a et c sont des elements de 
G) sont done valables. 

Remarquer que si A est un sous-groupe de G on a AA = A^ 1 = A ; la reciproque 
est-elle vraie ? 

6.2. Classes a droite. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Considerons 
Taction a gauche de H sur G par translations, definie en 5.3.9 : elle est donnee, 
rappelons-le, par (h, x) \— > Zia; pour h <E H et x <E G, et elle est libre. 

Definition 6.2.1 Avec les notations ci-dessus, les orbites pour Faction a gauche de 
H sur G s'appellent les classes a droite modulo H. 

Uensemble quotient pour cette action est note H\G. 

6.2.2. Remarque. Bien entendu, ce derapage du vocabulaire (les classes a droite sont 
les classes pour Taction a gauche) est regrettable mais il faut s'y faire ! Pour se 
rassurer observer que, en notant h les elements de H et g ceux de G : 

• H opere a gauche sur G par (h, g) i— > hg ; 

• Torbite de g pour cette action est Hg ; 

• Tensemble quotient (Tensemble des orbites) pour cette action est H\G. 

Dans toutes ces notations, H figure "a gauche" ; le mauvais choix reside dans 
T expression "classes a droite" . 

6.2.3. De meme les orbites sous H pour Taction a droite par translations s'appellent 
les classes a gauche de G modulo H ; la classe a gauche de x G G est xH. L'ensemble 
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des classes a gauche est note G/H. Nous reviendrons plus loin sur ces classes (6.7). 
Notons tout de suite que les classes a gauche et a droite coincident lorsque G est 
commutatif. 

6.2.4. Exemple. Prenons pour G le groupe symetrique (5 3 (cf. 1.4.7). Dans G, notons 

/ 1 2 3\ ( \ 2 3\ 

a la permutation I ^ ^ ^ j et r la permutation I ^ ^ J (voir 11.1.4 plus 

bas pour les notations). On a alors G = {e,a,a 2 ,r,(7T,cr 2 T}, avec les relations 
a" 3 = r 2 = e et re = a 2 r. 

Le sous-ensemble H = {e, r} de G est un sous-groupe ; les classes a droite modulo 
H sont : 

He = Ht = H = {e, r}; Ha = Ha 2 r = {a, a 2 r}; Ha 2 = Hot = {a 2 , ar} 
et les classes a gauche modulo H sont : 

eH = tH = H = {e, r}; oH = otH = {a, ar}; a 2 H = o 2 tH = {a 2 , a 2 r}. 
On constate sur cet exemple que : 

• les classes a droite et a gauche ont toutes le meme cardinal, qui est celui de 
H; 

• H est une classe a droite et une classe a gauche ; 

• les classes a droite ne coincident pas avec les classes a gauche mais leur nombre 
est le meme, et est egal a |. 

Ce sont des faits generaux, comme on le verra dans la suite. 

Considerons ensuite K = {e, a, a 2 } : e'est encore un sous-groupe de G, et cette 
fois les classes a droite et les classes a gauche coincident : ce sont K et tK = Kt = 
{t, (TT, a 2 r}. 

Proposition 6.3 Avec les notations de 6.2, considerons Vapplication canonique 

ii : G — ► H\G 
x i — ► Hx 

definie en 5.6.1. Pour x et y dans G, on a les equivalences : 

7r(x) = 7r{y) -^=> y G Hx ^=^> x e Hy <^=^> xy~ x e H yx~ x e H. 

Demonstration. L'equivalence des trois premieres assertions est deja connue, cf. 
5.6.1(h). D'autre part x G Hy equivaut a xy~ x G Hyy^ 1 done a xy~ l G H, cf. 6.1, 
et de meme pour la derniere propriete. ■ 
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6.4. Remarques. On garde les notations de 6.2. 

6.4.1. Representants. Etant donne un element a de H\G, on appelle representant 
de a un antecedent de a pour n, c'est-a-dire un x G G tel que ir(x) = a, ou ce 
qui revient au meme un element de la classe a. (Noter que Ton a 7r _1 (a:) = a : 
comprenez-vous cette formule ?) Cette terminologie est d'ailleurs utilisee pour toute 
relation d'equivalence. 

On est parfois amene a choisir un representant pour chaque classe, ce qui conduit 
a la notion de systeme de representants de G modulo H : c'est par definition une 
famille d'elements de G telle que pour chaque classe a G H\G, il existe un 

unique indice i G I tel que X{ G a. 

Remarque sur l'ensemble d'indices I : comme les Xi sont obligatoirement deux 
a deux distincts (au fait, pourquoi ?) on peut tres bien definir un systeme de 
representants comme une partie de G, plutot qu'une famille d'elements. Par exem- 
ple, pour n entier > 0, {0, 1, . . . , n — 1} est un systeme de representants de Z modulo 
nZ. 

Un autre choix naturel est de prendre H\G lui-meme comme ensemble d'indices, 
par exemple pour obtenir le resultat suivant (exercice) : il revient au meme de choisir 
un systeme de representants de G modulo H ou une application a : H\G — > G telle 
que 7r o a = ld H \ G , ou n est l'application canonique de 6.3. 

6.4.2. La classe de ec est evidemment H. Pour x G G, la classe de x est le "translate 
a droite" de H par x, c'est-a-dire l'image de H par la translation a droite y h- > yx, 
cf. 1.3.3. 

6.4.3. Comme Faction de H sur G est libre, on peut appliquer 5.7 et en deduire que 
toutes les classes ont le meme cardinal qui est celui de if, et aussi : 

Proposition 6.5 Solent G un groupe, H un sous-groupe de G. Alors 

\G\ = \H\ \H\G\. 



Corollaire 6.6 (theoreme de Lagrange) Solent G un groupe fini, H un sous-groupe 
de G. Alors \H\ divise \G\, et 

W\G\ = |[. 

De plus Vordre de tout element de G divise \G\ ; autrement dit, on a (e designant 
1 'element neutre de G) 

V 7 g G, 7 |G| = e. 
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Demonstration. Les assertions sur \H\ resultent trivialement de la proposition pre- 
cedente ; il suffit ensuite de remarquer que l'ordre d'un element est l'ordre du sous- 
groupe qu'il engendre, et enfin la derniere egalite s'obtient en appliquant 3.11(v). 

■ 

6.7. Classes a gauche. Les classes a gauche modulo un sous-groupe H d'un groupe G 
sont par definition (6.2.3) les parties de G de la forme xH pour x G G, c'est-a-dire les 
translates a gauche de H. Ce sont les classes d'equivalence pour la relation lL x~ l y G 
H" . Nous laissons au lecteur le soin de formuler les analogues des considerations qui 
precedent pour les classes a gauche. L'ensemble des classes a gauche modulo H est 
note G/H. 

6.7.1. Exercice. Soit / : G — > G' un morphisme de groupes, et soit H = Kerf. 
Montrer que, pour tout x G G, xH = Hx = 

(Autrement, dit, pour un sous-groupe qui est noyau d'un morphisme, les classes 
a gauche et a droite sont les memes. Nous verrons la reciproque au paragraphe 8.) 

En deduire que pour x et y G G, on a f(x) = f(y) si et seulement si x et y ont 
la meme classe a gauche (et a droite). 

6.7.2. Exercice. Soit G un groupe operant a gauche sur un ensemble E. Pour x et 
y G E, posons T x>y := {g G G \ gx = y}. Montrer que G x = T X)X , que T X)V est soit 
vide, soit une classe a gauche modulo G x , et que pour x fixe toutes les classes a 
gauche modulo G x sont de cette forme. A quelles(s) condition(s) sur x et y a-t-on 
r x , y = ? Dans ce cas, est-ce que F Xjy est une classe a gauche ? 

De maniere symetrique montrer que T x y est soit vide, soit une classe a droite 
modulo G y , et que pour y fixe toutes les classes a droite modulo G y sont de cette 
forme. 

6.7.3. Remarque sur l'exercice precedent. L'auteur de ces lignes est parfaitement 
incapable de repondre a brule-pourpoint a une question du genre : "est-ce que T x>y , 
suppose non vide, est une classe a droite ou bien une classe a gauche modulo G x ?" , 
question qui se pose pourtant tres souvent. La seule methode sure consiste a savoir 
refaire le raisonnement, rapidement et sans paniquer. 

6.7.4. Les analogues de 6.5 et 6.6 pour les classes a droite sont encore valables ; ceci 
suggere (et meme prouve, si G est fini) qu'il doit y avoir une bijection entre G/H 
et H\G. C'est bien le cas (exercice) : l'application g i— > g^ 1 de G dans G envoie 
toute classe a gauche sur une classe a droite (et vice versa) , et induit la bijection 
cherchee. 

6.8. Indice d'un sous-groupe. On voit notamment que l'ensemble G/H est fini si et 
seulement si H\G est fini, et qu'alors \G/H\ = \H\G\. Dans ce cas, on dit que H 
est d'indice fini dans G, et l'entier \G/H\ est appele l'indice de H dans G et note 
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(G : H). Par exemple, pour n entier > 0, nL est un sous-groupe d'indice n de Z. 
Lorsque G/H est infini on convient de poser (G : H) = oo. 

6.8.1. Exercice. Soit H un sous-groupe d'indice 2 de G. Montrer que les classes a 
gauche (resp. a droite) modulo H sont H et le complementaire de H dans G, et 
qu'en particulier les classes a droite et a gauche coincident dans ce cas. 

6.8.2. Exercice (attention, source d'erreurs frequentes !) : pourquoi n'a-t-on pas defini 
l'indice (G : H) comme le quotient | ? (Penser au cas ou G = Z). 

6.8.3. Exercice ( "transitivite de l'indice"). Soient K un sous-groupe de G et H 
un sous-groupe de K. Montrer que Ton a (G : H) — (G : K)(K : if), avec les 
conventions evidentes si l'un des termes est infini. (Si G est fini c'est une consequence 
immediate de 6.5 ; sinon on montrera que si {xi)i & i est un systeme de representants 
de K modulo H (cf. 6.4.1) et (yj)j£j un systeme de representants de G modulo K, 
alors {xiyj){ij)£iy. j est un systeme de representants de G modulo if). 

6.9. Exercice : actions de G sur ses quotients. Soit H un sous-groupe d'un groupe 
G : montrer que G opere a gauche sur l'ensemble quotient G/H par (g, xH) \— > gxH, 
et que l'application canonique de G dans G/H est G-equivariante (si Ton fait operer 
G a gauche sur lui-meme par translations). 

L'action a gauche de G sur G/H ainsi definie est transitive ; le stabilisateur de 
la classe H (vue comme element de G/H) est H, celui de la classe xH est xHx^ 1 . 
De meme G opere a droite transitivement sur H\G par (Hx, g) \— > Hxg. 

6.10. Exercice. Soit G un groupe topologique (1.5), et soit H un sous-groupe de G. 
On note n : G — > H\G l'application canonique. 

6.10.1. Montrer que toute classe a droite Hx de G modulo H est homeomorphe a 
H. De plus si H est ouvert (resp. ferme) dans G, il en est de meme de Hx. Meme 
chose pour les classes a gauche. 

6.10.2. Soit H un sous-groupe ouvert de G. Montrer que H est ferme. (Remarquer 
que le complementaire de H est reunion de classes). 

6.10.3. On munit le quotient H\G de la topologie suivante : par definition, une 
partie X de H\G est ouverte si et seulement si 7r _1 (X) est un ouvert de G. 

Montrer que n : G — >• H\G est continue et ouverte. (Pour U ouvert dans G, 
remarquer que 7r _1 (7r(?7)) est la reunion des hU pour h G H). 

Si X est un espace topologique et / une application de H\G dans X, montrer 
que / est continue si et seulement si / o n : G — > X est continue. 

Montrer que H\G est separe si et seulement si H est ferme dans G. (Indication 
pour la partie "si" : montrer que r = {(x, y) G G x G \ Hx = Hy} est ferme dans 
G x G ; remarquer ensuite que si deux elements n(a) et n(b) de H\G sont distincts 
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on a (a, b) £ T, de sorte qu'il existe des voisinages U et V, de a et b respectivement, 
dans G tels que (U x V) fl T = 0. Conclure que 7r(Z7) et 7r(V) sont des voisinages 
disjoints, de n(a) et 7r(6) respectivement, dans H\G.) 
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7. Classes et actions de groupes 

Theoreme 7.1 Soit G un groupe operant a gauche sur un ensemble E, et soit 
x G E. Alors il existe une bijection (dependant du choix de x) 

up : G/G x — ► Gx 

verifiant, pour tout g G G, 

v(gG x ) = gx. 

Demonstration. Posons pour simplifier H = G x et considerons l'application / : G — > 
Gx definie par f(g) = gx. Cette application est surjective par definition de l'orbite 
Gx. De plus, pour tous hEHetgEG on a f(gh) = (gh)x = g(hx) = gx = f(g) 
de sorte que / est constante sur chaque classe gH — en d'autres termes, f(g) ne 
depend que de la classe de g et Ton a done bien une application ip : G/H — > Gx telle 
que ip(gH) = f(g) = gx pour tout g G G. II est clair que l'image de <p est celle de /, 
e'est-a-dire que tp est surjective. II reste a voir que <p est injective : soient done g et 
g' G G verifiant <p(gH) = ip(g'H) et montrons que gH = g'H. Par definition de (p 
on a gx = g'x, d'ou g'~ x gx = x, e'est-a-dire g'~~ 1 g G H ce qui equivaut a gH = g'H, 
cf. 6.7. ■ 

7.1.1. Remarque. Lorsque G opere librement sur on retrouve simplement le fait, 
deja vu dans la preuve de 5.7 que g ^ gx est une bijection de G sur Gx. 

7.1.2. Exercice. Avec les notations de l'enonce, montrer que l'application reciproque 
de ip associe a tout y G Gx la classe Y x>y = {g G G \ gx = y} deja rencontree dans 
6.7.2. 

7.1.3. Remarque. On a naturellement une variante de 7.1 pour les actions a droite : 
pour G operant a droite sur E et x G E on a une bijection G X \G — > rrG envoyant 
G^g sur xg. 

7.1 A. Exercice. G opere naturellement a gauche sur les deux ensembles G/G x et Gx 
intervenant dans 7.1 : Taction sur Gx est induite par Taction sur E, et Taction sur 
G/G x est celle de 6.9. Montrer que l'application ip est G-equivariante, et est done 
un isomorphisme de G-ensembles (5.2.3). 

7.1.5. Remarque. Les enonces 5.5, 5.6 et 7.1 fournissent une classification des G- 
ensembles a isomorphisme pres : 5.6 implique en effet que tout G-ensemble est (de 
fagon essentiellement unique) reunion disjointe de G-ensembles non vides et transitifs 
(i.e. sur lesquels G opere transitivement) ; 7.1 afHrme que tout G-ensemble non vide 
et transitif est isomorphe a un G-ensemble de la forme G/H, ou H est un sous-groupe 
de G, lequel est de plus unique a conjugaison pres d'apres 5.5. 



34 



1.7 



CLASSES ET ACTIONS DE GROUPES 



7.1.6. Exercice. Soit H un sous-groupe de G. Appliquant 7.1 au cas ou E = G/H 
avec Taction transitive naturelle de G, et ou x est la classe neutre H = eH, on 
obtient une bijection G/H — > G/if puisque le stabilisateur de x est H. Quelle est 
cette bijection ? Plus generalement, qu'obtient-on en prenant x = jH, pour 7 donne 
dans G ? 

7.1.7. Exemple des actions de Z. Soit a une bijection d'un ensemble E sur lui-meme 
et considerons Paction associee de Z sur E, donnee (5.3.5) par (n,x) 1— > o" n (x). Pour 
x <E E fixe, l'orbite de xo est l'ensemble {o" n (xo)} n ez- Soit H C Z le stabilisateur 
de xo- Deux cas se presentent : 

- ou bien Ton a <7 n (x ) 7^ x pour tout n^O, i.e. if = {0}. Alors l'orbite de x 
est infinie, et les elements a n (xo), pour n parcourant Z, sont tous distincts ; 

- ou bien il existe un unique entier e > tel que H = eZ. 

Dans le second cas (automatique si E est fini, ou si a est d'ordre fini dans 
&(E)) on dit parfois que xq est un point periodique de a, et que e est sa periode. 
L'orbite de x est alors finie, et est en bijection avec Z/eZ, bijection donnee par 
(n mod e) 1— > <r n (a;o). Autrement dit, l'orbite est formee des e elements distincts 
<j 1 {xq) (0 < « < e). De plus on connait Taction de a sur cette orbite, donnee par 

Xq 1— > fr(x ) 1— > o" 2 (x ) 1— > • • • 1— > o" 6_1 (x ) 1 — ^ Xo — <r e (xo). 

Observer que tous les elements de l'orbite sont aussi de periode e : ils ont le meme 
stabilisateur, mais la bijection de 7.1 n'est pas la meme pour tous ! 

Corollaire 7.2 Avec les hypotheses et notations de 7.1, on a les formules 

\Gx\ = (G : G x ) 
\Gx\ \G X \ = \G\ 

et, si G est fini, la formule 

\Gx\ = \G\/\G x \. 

Demonstration. Compte tenu de 7.1, la premiere formule resulte de la definition de 
l'indice (G : G x ) (6.8). La seconde en decoule par 6.5, et la troisieme par 6.6. ■ 

7.2.1. Exercice : applications a des questions de denombrement. Soient k et n deux 
entiers avec < k < n, et soit E l'ensemble des parties a k elements de l'ensemble 
{1, . . . , n}. Le cardinal de E est note (on rencontre aussi la notation C*). Le 
groupe symetrique G = & n opere a gauche sur E ; montrer que cette action est tran- 
sitive. Si X est un element de E (par exemple X = {1, . . . , k}), montrer que le stabi- 
lisateur de X est isomorphe aS^x & n -k- En deduire que (™) = |6n|/(|6fc|.|6 n -fc|)- 
Prenant en particulier k — 1, retrouver ainsi que |© n | = n\ ; en deduire fmalement 
la formule bien connue = n\/{k\{n — k)\). (On s'assurera, bien entendu, que ces 
formules n'ont pas ete utilisees dans la demonstration. . .) 
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Corollaire 7.3 ("formule des orbites", ou "formule des classes") Soit G un groupe 
fini operant sur un ensemble fini E. Soient X 1: . . . , X r les orbites (distinctes) de E 
sous G et, pour chaque i G {1, . . . , r}, soit Xi un element de Xi. Alors on a 



|£| = Ei x *i = E( G:G -) = E 

i=i i=i i=i 



\G\ 

G T . 



Demonstration. La premiere egalite resulte de 5.6, les autres de 7.1 et 6.6. ■ 

Cette formule a de nombreuses applications ; a titre d'exemple, et pour terminer 
ce paragraphe, nous allons l'appliquer a l'etude des "p-groupes". 

Definition 7.4 Soit p un nombre premier. Un p-groupe est par definition un groupe 
fini dont Vordre est une puissance de p. 

7.4.1. Remarque. Ne pas oublier que le groupe trivial est un p-groupe pour tout p 
(il est d'ordre p°). 

Proposition 7.5 Soient p un nombre premier et G un p-groupe operant a gauche 
sur un ensemble fini E. Notons E G Vensemble des points fixes de E sous G. Alors 
on a 

\E G \ = \E\ (mod p). 

Demonstration. Pour toute orbite X, on sait que \X\ divise \G\ done est une puis- 
sance de p. En particulier \X\ est soit egal a 1, soit divisible par p. De plus la reunion 
des orbites a un element est evidemment E G . La formule des orbites donne done le 
result at. ■ 

7.5.1. Question. Ou a servi le fait que p est premier ? 

7.5.2. Exercice. Pour p premier, s G N, et k entier verifiant < k < p s , appliquer 7.5 
a Faction de G = Z/p s Z par translation sur l'ensemble des parties a k elements de 
G ; en deduire la congruence bien connue { p ^)=0 (modp). Ou a servi I'hypothese 
sur k ? On n'a pas suppose que s > : n'est-ce pas bizarre ? Ou a servi le choix de 
Z/p s Z (plutot que n'importe quel groupe d'ordre p s ) ? 

Corollaire 7.6 Soient p un nombre premier et G un p-groupe non trivial. Alors le 
centre de G n'est pas reduit a Velement neutre. 

Demonstration. Appliquons 7.5 a Taction de G sur lui-meme par conjugaison : ici 
\E\ = \G\ est divisible par p, done il en est de meme de \E G \ qui n'est done pas reduit 
a un element. Or E G n'est autre que le centre de G (immediat sur la definition), 
d'ou la conclusion. ■ 
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8. Sous-groupes distingues, groupes quotients 

Proposition 8.1 Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Les conditions suivantes 
sont equivalentes : 

(i) pour tout x G G, xHx" 1 = H ; 

(ii) pour tout x G G, xHx" 1 C H ; 

(iii) pour tout x G G, xH = Hx ; 

(iv) toute classe a gauche modulo H est aussi une classe a droite ; 

(v) toute classe a droite modulo H est aussi une classe a gauche. 

Demonstration. II est trivial que (i) implique (ii) ; reciproquement, si (ii) est verifiee 
et si x G G on a xHx^ 1 C H mais aussi x~ 1 Hx C H en "appliquant (ii) a ce 
qui donne l'inclusion H C xHx~ l et l'egalite, d'ou (i). 

II est clair que (i) <^=^ (iii), et que (iii) implique (iv) et (v). Montrons enfin que 
(iv) implique (iii) (la preuve de (v)=^(iii) est tout analogue) : si (iv) est vrai et si 
x G G, xH est une classe a gauche par definition, done une classe a droite d'apres 
(iv), et comme x en est un element e'est la classe a droite de x, i.e. xH = Hx, cqfd. 

■ 

8.1.1. Question. A-t-on veritablement prouve l'equivalence de toutes les proprie- 
tes enoncees ? Par exemple, d'ou sort l'implication (iv) =>- (ii) ? Comment s'assurer 
commmodement, dans ce genre de situation (tres frequente !) si aucune implication 
ne manque ? 

Definition 8.2 Un sous-groupe H d'un groupe G est dit distingue s'il verifie les 
conditions equivalentes de 8.1. 

8.3. Commentaires. 

8.3.1. On rencontre aussi dans la litterature les mots "invariant" ou "normal" au 
lieu de "distingue" . On note parfois 

H<G 

pour "if est un sous-groupe distingue de G" . 

8.3.2. Exemples triviaux. II est clair que {e} et G sont distingues, que tout sous- 
groupe de G est distingue si G est commutatif, que l'intersection d'une famille 
quelconque de sous-groupes distingues est distinguee. 

Ne pas oublier de preciser "distingue dans G" s'il peut y avoir confusion. 
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8.3.3. Noyaux, images reciproques. L'exercice 6.7.1, ou une verification immediate, 
montre que le noyau d'un morphisme est automatiquement distingue ; la reciproque 
arrive, cf. 8.4. Plus generalement (encore immediat) si / : G — > G' est un morphisme 
et H' un sous-groupe distingue de G', alors f~ l (H') est distingue dans G. 

8.3.4. Contre-exemples, images. L'exercice 6.7.2 fournit en revanche des exemples de 
sous-groupes non distingues, et done de sous-groupes qui ne peuvent etre des noyaux. 
Par la meme occasion il montre tres simplement que l'image, par un morphisme 
G — > G', d'un sous-groupe distingue de G n'est pas necessairement un sous-groupe 
distingue de G' : voyez-vous comment ? 

8.3.5. Sous-groupes d'indice 2. lis sont automatiquement distingues, comme le mon- 
tre l'exercice 6.8.1. 

L'interet de la notion de sous-groupe distingue reside principalement dans l'e- 
nonce suivant : 

Proposition 8.4 Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Notons ~ la relation d'e- 
quivalence definie par les classes a gauche modulo H (autrement dit : x ~ x' si et 
seulement si xH = x'H), et ir : G — > G/H V application canonique. Les conditions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) H est distingue dans G ; 

(ii) la relation ~ est compatible avec la loi de G, i.e. si x ~ x' et y ~ y' alors 
xy ~ x'y' ; 

(iii) il existe sur G/H une loi de composition interne (notee provisoirement *) qui 
fait de n un morphisme, i.e. ir(xy) = n(x) * ir(y) pour tous x,y G G. 

Si ces conditions sont verifiees, la loi de (iii) est unique et fait de Gj H un groupe, 
appele groupe quotient de G par H. Le noyau du morphisme n : G — > G/H est H . 

Demonstration. Montrons que (i) implique (ii) : supposons que H soit distingue et 
que x ~ x 1 et y ~ y' avec x, y, x', y' G G. On a done x' G xH et y' G yH, d'ou 
x'y' G xHyH. Or Hy = yH d'ou x'y' G xyHH = xyH, cqfd. 

Montrons que (ii) implique (iii) (l'equivalence de (ii) et (iii) s'etend d'ailleurs a 
tout ensemble muni d'une loi interne et d'une relation d'equivalence). La propriete 
(ii) signifie que, pour x et y G G, la classe de xy ne depend que des classes de x et 
de y. En d'autres termes, si a et f3 G G/H, il existe 7 G G/H tel que si ir(x) — a et 
^{y) — P alors Ti(xy) = 7. Posant a * (5 = 7, on a bien la propriete (iii). 

II est clair d'ailleurs que la loi ainsi definie est la seule possible ; e'est l'assertion 
d'unicite de l'enonce, qui provient essentiellement du fait que n est surjectif. Avant 
de montrer que (iii) implique (i), notons aussi qu'il est immediat, supposant (iii), 
que G/H est un groupe (exercice, qui utilise encore la surjectivite de 7r). En outre, 
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l'element neutre de G/H est la classe de e G , c'est-a-dire H, de sorte que Kern = 
n~ 1 (n(e G ))=H. 

L'implication (iii)=>(i) est des lors claire : nous venons de voir que si (iii) est 
verifiee, H est le noyau d'un morphisme, done est distingue (8.3.3). ■ 

8.4.1. Question. La meme qu'en 8.1.1 ; le lecteur observera ici l'interet "economique" 
d'une strategic circulaire comme (i)=^(ii)=^(iii)=^(i). 

8.4.2. Remarque. La loi de groupe sur G/H est en general, s'il n'y a pas de confusion, 
notee comme celle de G. Voici d'ailleurs une jolie ambiguite : si a et (3 G G/H, alors 
af3 designe a la fois le produit dans G/H des classes a et /3 (qui est encore une 
classe, done une partie de G) et une partie de G selon la notation de 6.1. Est-ce la 
meme chose ? 

8.4.3. Cas triviaux. Si H = G alors G/H est un groupe trivial ; si H = {e} alors n 
est un isomorphisme. 

8.4.4. Un exemple bien connu de groupe quotient est le groupe Z/nZ des classes 
d'entiers modulo n (entier fixe), dont la notation s'explique desormais. On rappelle 
aussi que tout sous-groupe d'un groupe commutatif est distingue, de sorte que dans 
le cas commutatif, on a toujours une structure naturelle de groupe sur le quotient. 

8.4.5. Exercice. Soit G un groupe. Montrer que toute relation d'equivalence ~ sur 
G compatible avec la loi de G est du type decrit en 8.4, pour un unique sous-groupe 
distingue H de G que Ton precisera. 

8.4.6. Espaces vectoriels quotients. Soient V un espace vectoriel sur un corps K, et 
W un sous-espace de V. Alors il existe sur le groupe quotient V/W une structure de 
.fT-espace vectoriel tel que le morphisme canonique n : V — > V/W soit fT-lineaire. 
En effet, la seule chose a definir est la multiplication, par un scalaire A G K, d'une 
classe a G V/W ; il suffit pour cela de remarquer que, pour v G V, la classe de Xv 
modulo W ne depend que de la classe de v. Le fait que V/W, muni de la loi de groupe 
quotient et de la multiplication externe ainsi definie, est un K-espace vectoriel, se 
reduit a des verifications de routine, et la linearite de 7r est claire par construction 
de la loi externe. L'espace V/W ainsi construit est naturellement appele Vespace 
vectoriel quotient de V par W. 

Corollaire 8.5 Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) H est distingue dans G ; 

(ii) il existe un groupe G' et un morphisme surjectif f : G — > G' tels que H = 
Ker(f); 

(iii) il existe un groupe G' et un morphisme f : G — > G' tels que H = Ker (/). 
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Demonstration. Les implications (ii)=^(iii) et (iii)=^(i) sont immediates, et l'impli- 
cation (i)=^(ii) resulte de la derniere assertion de 8.4. ■ 

8.5.1. Exercice. Un groupe G est dit simple si les seuls sous-groupes distingues de G 
sont {e} et G. 

Montrer qu'un groupe commutatif est simple si et seulement si il est trivial ou 
isomorphe a Z/pZ ou p est premier. 

Montrer qu'un groupe G est simple si et seulement si, pour tout groupe H, tout 
morphisme de G dans H est trivial ou injectif. 

Theoreme 8.6 ("propriete universelle du quotient"). Soit H un sous-groupe dis- 
tingue d'un groupe G, et soit it : G — > G/H le morphisme canonique. D 'autre part 
soit f : G ^ T un morphisme de groupes. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) / se factorise par G/H; i.e. il existe un morphisme de groupes f : G/H — > T 
tel que f = J o vr ; 

(ii) f(H) = {e r } ; 

(iii) H C Ker /. 

Si ces conditions sont verifiees, le morphisme f de (i) est unique ; son image est celle 
de f, et son noyau est (Ker f)/H. 

Demonstration. Inequivalence de (ii) et (iii) resulte de la definition du noyau, et 
l'implication (i)=^(ii) est immediate puisque 7r(H) = {cg/h}- D'autre part l'assertion 
d'unicite de / est consequence de la surjectivite de 7r, ainsi que le fait que son image 
est celle de /. 

II reste a voir que (ii) implique (i), ainsi que l'assertion finale sur le noyau de / 
(mais bien sur vous avez deja verifie qu'elle a un sens, c'est-a-dire que (Ker f)/H 
est bien un sous-groupe de G/H). 

Supposons done (ii) verifiee. Alors, si x G G et h G H, on a f(xh) = f(x)f(h) = 
f(x). En d'autres termes, / est constante sur chaque classe modulo H. Pour toute 
classe a G G/H, definissons alors f(a) comme la valeur commune des f(x) pour 
x G a : alors, on a par construction / = / o 7r. Le fait que / soit un morphisme 
resulte alors aisement de la definition, ou bien du fait que / o n est un morphisme 
et que 7r est surjectif. 

Enfin, pour a G G/H, classe de x G G, pour que a G Ker / il faut et il suffit que 
f(x) = er, ou encore que x G Ker /, ce qui acheve la demonstration. ■ 

8.6.1. Exercice. Enoncer et demontrer une propriete universelle analogue pour les 
espaces vectoriels quotients, les applications lineaires remplagant les morphismes de 
groupes. 

8.7. Commentaires. 
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8.7.1. Le point essentiel de l'enonce precedent est naturellement le fait que (ii) (ou 
(iii)) implique (i). Cette propriete est souvent presentee de la fagon suivante : etant 
donnes f,Hetn comme dans 8.6, le diagramme 




r 

se prolonge de fagon unique en un diagramme commutatif 




r. 



8.7.2. Le mot "commutatif" correspond naturellement a la condition / = / o ir de 
l'enonce. Cette presentation a sans doute l'avantage d'etre plus "visuelle" que l'e- 
nonce brut. Elle exige seulement quelques precautions d'utilisation. II faut d'abord 
bien distinguer le premier diagramme (qui rassemble les donnees) du second (qui 
montre ce que Ton construit). II faut aussi s'assurer que lesdites donnees ont bien 
ete definies, ainsi que les conditions imposees au resultat. II faut enfin etre conscient 
des hypotheses tacites (ici, par exemple, le fait que toutes les fleches representent 
des morphismes de groupes). 

Pour resumer, un diagramme n'est pas une incantation ; essayer d'utiliser ce type 
de presentation (ou un autre !) sans en comprendre le sens ne peut conduire qu'a 
reveler cette incomprehension. 

8.7.3. A titre d'exercice, voici une autre maniere de presenter 8.6 : etant donnes /, 
H et n comme dans l'enonce, on considere l'application 

a : Hom gI . oupcs (G'/iJ,r) — ► Hom groupcs (G', T) 

U I > UO 71. 

Alors a induit une bijection entre Hom groupes (G'/if, T) et l'ensemble des morphismes 
/ G Hom groupcs (G', T) dont le noyau contient H. 

Theoreme 8.8 Soit f : G — > G' un morphisme de groupes. Alors on a un isomor- 
phisme naturel 

if : G/Ker f f. 
caracterise par la propriete suivante : pour tout g G G, on a, en posant H = Ker /, 

<p(gH) = f(g). 

En particulier, si f est surjectif, alors G' est isomorphe a G/Ker f. 
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Demonstration. Appliquons le theoreme 8.6 avec T = G' et H = Ker /. II est clair 
que la condition (iii) est verifiee ; done / se factorise par un morphisme / : G/H — > 
G'. 

On a bien la formule f(gH) = f(g) : e'est la condition / = / o n de 8.6. 

De plus Ker / est un groupe trivial (e'est le quotient de Ker / par lui-meme) 
de sorte que / est injectif. II induit done une bijection ip (done un isomorphisme, 
puisque e'est un morphisme) de G/H sur son image, laquelle n'est autre que Im / 
comme on l'a vu. ■ 

8.8.1. Remarque. L'enonce ci-dessus revele toute la puissance de la notion de quotient 
puisque, grace a elle, on "connait" (a isomorphisme pres) l'image d'un morphisme 
des qu'on en connait la source et le noyau. 

8.8.2. Remarque. Notons ip l'isomorphisme construit dans 8.8. Alors (p est caracterise 
par la propriete suivante : le morphisme / de depart est egal au compose 

G G/Ker / Im / -U G' 

ou 7r est la surjection canonique de G sur G/Ker /, et i le morphisme d'inclusion de 
Im / dans G' . 

8.8.3. Exercice. L'isomorphisme de 8.8 est en particulier une bijection de G/Ker f 
sur Im /. Montrer que e'est un cas particulier de 7.1. (Considerer Taction de G sur 
G' donnee par (g,g') ^ f(g)g'). 

8.8.4. Exemples triviaux. Lorsque / est injectif, on trouve que Im / est isomorphe a 
G ce qui, j'espere, n'est pas une surprise. 

On trouve aussi (ce qui n'est guere plus glorieux) que Ker / = G si et seulement 
si Im / = {ec>}, ou encore si et seulement si / est le morphisme trivial. 

8.8.5. Exemple. Soit 7 un element d'un groupe G, et considerons le morphisme 
ip : Z — > G defini par <p(k) = j k . Son image est par definition le sous-groupe (7) 
engendre par 7, et son noyau est un sous-groupe de Z done de la forme nZ pour 
un unique entier n > (3.6). On trouve done un isomorphisme de Z/nZ sur (7). 
Exercice : quel est le lien entre n et l'ordre de 7 ? Retrouver ainsi tous les resultats 
de 3.11. 

8.8.6. Exemple. L'application z 1— > e 2lnz est un morphisme de groupes de (C, +) vers 
(C*, x), qui est de plus surjectif et dont le noyau est Z. On en conclut que le groupe 
additif C/Z est isomorphe au groupe multiplicatif C*. Le meme morphisme induit 
d'ailleurs un isomorphisme entre (R/Z, +) et le groupe multiplicatif des nombres 
complexes de module 1. 

8.8.7. Exercice. Soient G un groupe et C son centre (3.3.7). Montrer que C est 
distingue dans G ainsi que tous ses sous-groupes, et que G/C est isomorphe au 
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groupe des automorphismes interieurs de G (2.4.3). 
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9. Sous-groupes d'un groupe et de ses quotients 

On se propose d'etudier le lien entre les sous-groupes d'un groupe G et ceux d'un 
groupe quotient G/H de G. Nous allons en fait travailler dans un cadre un peu plus 
general : dans tout ce paragraphe on se donne un morphisme surjectif de group es 

7i : G » G' 

(la fleche — » est utilisee pour noter une application surjective), et Ton pose 

H = Ker ir 

qui est done un sous-groupe distingue de G. Cette situation contient naturellement 
le cas particulier ou G 1 = G/H, et 8.8 montre qu'il sumrait d'etudier ce cas pour 
en deduire le cas general ; on suggere au lecteur d'expliciter, en termes de classes 
modulo H, les enonces et les demonstrations ci-dessous lorsque G' = G/H. (Pour 
les plus importants, ce sera d'ailleurs fait en fin de paragraphe). 

Proposition 9.1 Soit A un sous-groupe de G' . Alors 7r _1 (A) est un sous-groupe 
de G contenant H, et Von a tt(tt^ 1 (A)) = A. 
De plus on a un isomorphisme canonique 

7r- 1 (A)/iJ^A. 

Demonstration. La premiere assertion est evidente, et l'egalite 7r(7r _1 (A)) = A 
resulte de la surjectivite de it. 

En particulier n induit un morphisme surjectif de 7r _1 (A) sur A, dont le noyau 
est evidemment 7r _1 (A) n Ker ix = 7r _1 (A) D H — H . L' isomorphisme annonce se 
deduit done de 8.8. ■ 

Proposition 9.2 Soit T un sous-groupe de G. Alors tt(T) est un sous-groupe de G' , 
et Von a Tr" 1 ^)) = HT = TH. 

De plus r fl H est distingue dans T, et on a un isomorphisme canonique 

T/Tf]H^7i(T). 

Demonstration. On sait deja que 7r(r) est un sous-groupe de G'. D'autre part, 
7r _1 (7r(r)) contient H d'apres 9.1 applique a A = 7r(r), et contient aussi V (e'est 
un fait general et facile). Comme e'est un sous-groupe il contient done HT et TH. 
Inversement montrons que 7r _1 (7r(r)) C HT. Soit x E G tel que n(x) G 7r(r) : il 
existe done 7 G T tel que ir(x) = ^(7), ce qui signifie que X7 _1 G Ker tt, ou encore 
x G if 7 C HT, cqfd. L'inclusion 7r -1 (7r(r)) C TH se demontre de la meme facon 
(en remplagant "a;7~ 1 G Ker7r" par u j~ 1 x G Ker7r"). 
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Enfin, on a evidemment un morphisme surjectif T — > 7r(T) induit par n, dont le 
noyau est T PI Ker n = Y D H, d'ou par 8.8 l'isomorphisme annonce. ■ 

9.2.1. Remarque. Les egalites 7r _1 (7r(r)) = HY = YH sont vraies pour toute partie 
T de G, pas seulement pour les sous-groupes. 

9.2.2. Remarque. Si K et Y sont deux sous-groupes quelconques de G, il est faux 
en general que KY (ou YK) soit un sous-groupe. La proposition ci-dessus montre 
que c'est vrai si K<\G (ou si Y<\G, par symetrie) puisqu'il suffit de l'appliquer au 
morphisme canonique de G dans G/K. Exercice : le demontrer directement a partir 
de la definition d'un sous-groupe distingue. 

Proposition 9.3 Les applications 

y — > Tr(r) 

A I— > 7T _1 (A) 

sont des bijections reciproques Tune de Vautre entre Fensemble des sous-groupes de 
G' et Fensemble des sous-groupes de G contenant H. 

Ces bijections respectent les inclusions et les intersections, et transforment sous- 
groupes distingues en sous-groupes distingues. 

Enfin, si A est un sous-groupe distingue de G' , on a un isomorphisme canonique 
de groupes 

G/n-\A)^G'/A. 

Demonstration. Pour la premiere assertion il s'agit de voir que : 

(1) si A est un sous-groupe de G', alors 7r(7r _1 (A)) = A : or on l'a vu dans 9.1 ; 

(2) si T est un sous-groupe de G contenant H, alors 7r _1 (7r(r)) = Y ; mais ceci 
resulte de 9.2 puisqu'ici on a HY = Y. 

Que ces applications respectent les inclusions et les intersections est un petit 
exercice purement ensembliste ; d'autre part on sait deja que tt~ 1 (A)<G si A<\G'. 
Pour la reciproque le plus simple est d'appliquer les definitions (d'ailleurs ga ne fait 
pas de mal, de temps en temps) : supposons done que tt~ 1 (A)<\G, soient 5' G A et 
x' G G', et montrons que x'^S'x' G A. Comme n est surjectif il existe x et 5 dans 
G tels que ir(x) = x' et ir(8) = 5'. On a done 5 G 7r~ 1 (A) par definition de l'image 
reciproque (que vous devriez connaitre, maintenant) d'ou x -1 5x G 7r" 1 (A) qui est 
distingue, d'ou x'~ 1 5'x' = ir(x~ 1 5x) G A, cqfd. 

Enfin supposons que A<\G', de sorte que 7r _1 (A)<G d'apres ce qui precede. 
Considerons le morphisme compose G^G'-^G' / A ou p designe le morphisme ca- 
nonique de passage au quotient. Ce morphisme est surjectif comme compose de deux 
surjections, et de plus son noyau est l'ensemble des g G G tels que 7r(g) G Ker p, 
e'est-a-dire 7T _1 (A) puisque Ker p = A. On peut done conclure par 8.8. ■ 
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9.4. Exemple : sous-groupes de Z/nZ. Soft n un entier : on deduit de 9.3 que les 
sous-groupes de Z/nZ sont de la forme H/nZ, ou H est un sous-groupe de Z con- 
tenant nZ. Un tel H est necessairement de la forme dZ, ou d est un diviseur de 
n, uniquement determine par H si on lui impose de plus d'etre > 0. On trouve 
ainsi que les sous-groupes de Z/nZ sont les dZ/nZ, ou d parcourt les diviseurs de 
n. Remarquer d'ailleurs que comme sous-groupe de Z/nZ, dZ/nZ est simplement le 
sous-groupe engendre par la classe de d modulo n. Comme cette classe est d'ordre 
n/d (exercice !) on voit que dZ/nZ est isomorphe a Z/(n/d)Z. 

Theoreme 9.5 Soient H et K deux sous-groupes distingues d'un groupe G. On 
suppose que H C K. Alors K/H est distingue dans G/H, et il existe un isomor- 
phisme naturel 

(G/H)/(K/H)^G/K. 

Demonstration. C'est un cas particulier de 9.3 (prendre G' = G/H et A = K/H). 

U 

9.5.1. Exemple. Revenant aux sous-groupes de Z/nZ (9.4) on voit par exemple que 
si d divise n, le quotient (Z/nZ)/(dZ/nZ) est isomorphe a Z/dZ. (En particulier 
dZ/nZ est d'indice d dans Z/nZ mais ceci pouvait deja se deduire de 6.6). 

Theoreme 9.6 Soient H et T deux sous-groupes d'un groupe G. On suppose que 
H est distingue dans G. Alors : 

(i) HT = TH, et HT est un sous-groupe de G ; 

(ii) r n H est distingue dans T, et il existe un isomorphisme naturel 

T/(Tf]H)^(TH)/H 

Demonstration. Cela resulte de 9.2 en prenant G' = G/H. ■ 

9.6.1. Remarque. Dans les deux theoremes ci-dessus, on s'est contente d'expliciter 
certains des resultats precedents dans le cas ou G' = G/H. C'est sous cette forme 
que les resultats de ce paragraphe apparaissent le plus souvent dans la litterature ; les 
theoremes ainsi formules presentent l'avantage, et le danger, de pouvoir se condenser 
en des "formules" faciles (?) a memoriser. 
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10. Groupes cycliques 

Definition 10.1 Un groupe G est dit monogene s'il verihe les conditions equiva- 
lentes suivantes : 

(i) G est engendre par un element (autrement dit, il existe 7 G G tel que (7) = G) ; 

(ii) il existe un morphisme surjectif de (Z, +) sur G ; 

(iii) G est isomorphe a un quotient de (Z, +) ; 

(iv) il existe n G N tel que G soit isomorphe a (Z/nZ, +) ; 

(v) il existe n G Z tel que G soit isomorphe a (Z/nZ, +). 

Un groupe G est dit cyclique s'il est monogene et fini, c'est-a-dire isomorphe a 
Z/nZ pour un entier n^O (ou encore pour un entier n > 0). 

10.2. Remarques. 

10.2.1. Inequivalence des conditions ci-dessus est immediate et laissee en exercice. 

10.2.2. Un groupe monogene est soit cyclique, soit isomorphe a Z ; on rencontre par- 
fois dans la litterature le mot "cyclique" la oil nous disons "monogene" ; autrement 
dit, certains auteurs considerent Z comme un groupe cyclique. 

10.2.3. Si G est un groupe monogene, il est automatiquement commutatif, et l'entier 
n de la condition (iv) (resp. (v)) est determine (resp. determine au signe pres) par 
G puisque \n\ est nul si G est infini, et egal a l'ordre de G si G est fini. 

Par contre, si G est, disons, cyclique d'ordre n > 0, il existe en general (des que 
n > 2, en fait) plusieurs isomorphismes de Z/nZ sur G ; de fagon equivalente, Z/nZ 
admet pour n > 2 des automorphismes differents de l'identite. 

10.2.4. II resulte immediatement de la definition (sous la forme (ii) par exemple) que 
tout quotient d'un groupe monogene (resp. cyclique) a la meme propriete. 

10.2.5. Notation. Dans tout ce qui suit, la classe d'un entier k dans Z/nZ sera notee 

k mod n. 

C'est done un element de Z/nZ qu'on ne confondra pas avec le reste de la division 
euclidienne de k par n, qui est un entier et non une classe modulo n, et que certains 
logiciels designent aussi par u k mod n". (Ainsi, l'identite (2 mod 3) + (2 mod 3) = 
(1 mod 3) est vraie avec nos notations, mais serait fausse si "mod" designait le reste). 

10.3. Exercices. 
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10.3.1. Soit G un groupe fini d'ordre n. Alors G est cyclique si et seulement si G 
admet un element d'ordre n. 

10.3.2. Soit G un groupe fini d'ordre n premier. Alors G est cyclique. (Utiliser 10.3.1 
et le theoreme de Lagrange). 

10.3.3. Soit G un groupe. On suppose que les seuls sous-groupes de G sont G et {e}. 
Alors G est soit reduit a l'element neutre, soit cyclique d'ordre premier. 

10.3.4. Pour n > 1, posons T n = {z E C \ z n = 1}. Alors T n est un sous-groupe de 
C*, cyclique d'ordre n. 

Reciproquement, soit T un sous-groupe fini de C*, et soit n son ordre. Montrer 
que T = r„. (Indication : considerer les racines du polynome X n — 1). 

En particulier, tout sous-groupe fini de C* est cyclique ; nous verrons plus loin 
que cette propriete est encore vraie si Ton remplace C* par K* ou K est un corps 
commutatif quelconque. 

10.3.5. Soient G un groupe et C son centre. On suppose que G/C est monogene. 
Montrer que G est commutatif (autrement dit, G — C). (Indication : considerer un 
element 7 de G dont la classe engendre G/C et montrer que G est engendre par 

cu{ 7 }.) 

10.3.6. Soient p un nombre premier et G un groupe d'ordre p 2 . Montrer que G est 
commutatif. 

(Indications : soit C le centre de G ; on deduit de 7.6 que C est d'ordre p ou p 2 . 
Comme on a gagne si C est d'ordre p 2 (pourquoi ?) il suffit de traiter — et, en fait, 
d'exclure — le cas |C| = p. Mais si |C| = p on a aussi \G/C\ = p et Ton conclut en 
appliquant 10.3.2 et 10.3.5.) 

10.3.7. Exercice. Deduire de 10.3.6 que, sous les memes hypotheses, G est isomorphe 
soit a Z/p 2 Z, soit a (Z/pZ) 2 . 

(Indication : il est plus commode de noter G additivement. Si G a un element 
d'ordre p 2 on a gagne. Sinon tout x G G verifie px = 0, ce qui implique que G a une 
structure naturelle d'espace vectoriel sur le corps Z/pZ. On conclut en considerant 
une base de G pour cette structure). 

10.3.8. Montrer que le groupe (Z/mZ) x (Z/mZ), pour m > 1, n'est jamais cyclique. 
(Et si m = ? Et si m = 1 ?) Par contre : 

Proposition 10.4 ("lemme chinois") Soient a etb deux entiers premiers entre eux. 
Alors il existe un isomorphisme 

f : Z/abZ — ► (Z/aZ) x (Z/6Z) 
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verifiant, pour tout k G Z, 

f(k mod ab) = (k mod a, k mod 6) 

En particulier le groupe (Z/aZ) x (Z/feZ) est cyclique et engendre par Velement 
(1 mod a, 1 mod 6). 

Demonstration. On peut supposer que a et 6 sont > 0. De plus si par exemple a = 
alors 6 = PGCD(a,6) = 1 et l'enonce se verifie directement. On supposera done 
dans la suite que a et b sont tous deux > 0, de sorte que les groupes apparaissant 
dans l'enonce sont finis. 

Considerons le morphisme tp : Z — > (Z/aZ) x (Z/bZ) defini par 

= (A; mod a, fc mod 6) 

pour tout fc G Z. Son noyau est l'ensemble des entiers fc tels que a et 6 divisent 
tous deux k ; e'est done mZ oil m designe le PPCM de a et b. Comme ceux- 
ci sont premiers entre eux par hypothese, on a m = ab. On deduit alors de 8.8 
un isomorphisme / : Z/abZ — > Im ip verifiant de plus par construction la relation 
f(k mod ab) = (k mod a, k mod b) de l'enonce. II ne reste plus, pour conclure, qu'a 
voir que <p est surjectif : or ce qui precede montre que |Im (p\ = ab qui est aussi 
l'ordre du groupe (Z/aZ) x (Z/6Z), d'ou la conclusion. ■ 

L'enonce suivant generalise la propriete universelle de Z vue en 2.3. Sa demons- 
tration est laissee en exercice ; on peut la faire entierement "a la main" , ou encore 
en combinant 2.3 et 8.6. 



Proposition 10.5 ("propriete universelle de Z/nZ") Soient n un entier et T un 
groupe. L 'application 

Hom groupcs (Z/nZ, T) — > { 7 G T | 7 » = e} 
/ i — ► /(l mod n) 

est bijective ; 1 'application reciproque associe a Velement 7 de T l'unique morphisme 
f : Z/nZ — > T teJ que /(A; mod n) = 7 fe pour tout k E Z (qui existe si 7 verifie 
7 n = eJ. ■ 

Le reste de ce paragraphe est consacre aux sous-groupes des groupes monogenes. 



Proposition 10.6 Soit n un entier. Tout sous-groupe H de Z/nZ est monogene, 
de la forme dZ/nZ ou d > est un entier divisant n, uniquement determine par 
H ; le quotient (Z/nZ)/H est alors isomorphe a Z/dZ. Si n 7^ 0, H est isomorphe 
a Z/(n/d)Z. 



49 



GROUPES 



Demonstration. Deja vu en 9.4 et 9.5.1. ■ 

10.6.1. Remarque. On voit en particulier que, pour n > 0, Z/nZ a la propriete 
remarquable suivante : c'est un groupe fini d'ordre n qui admet, pour chaque diviseur 
d > de n, un unique sous-groupe d'ordre d. Nous verrons plus loin (IV. 6. 4) une 
reciproque. 

10.6.2. Dans l'enonce ci-dessus, le sous-groupe dZ/nZ de Z/nZ peut aussi etre vu 
comme le sous-groupe de Z/nZ engendre par d mod n. Or ce dernier a un sens meme 
si d ne divise pas n (contrairement a dZ/nZ : pourquoi ?). 

En particulier, si l'on part d'un entier to quelconque, on peut appliquer la propo- 
sition precedente au sous-groupe H de Z/nZ engendre par la classe de to, et conclure 
qu'il est de la forme dZ/nZ oil d divise n. La proposition suivante identifie d : 

Proposition 10.7 Soient m et n deux entiers, et soit A le sous-groupe de Z/nZ 
engendre par la classe de to. Alors A = dZ/nZ oil d designe le PGCD de to et n. 
En particulier A est d'ordre |n/PGCD (m,n)\. 

Demonstration. Par construction, A est l'image, par la surjection canonique n : Z — > 
Z/nZ, du sous-groupe T = mZ de Z. C'est done aussi l'image de 7r -1 (7r(mZ)) qui 
est egal d'apres 9.2 a mZ + nZ (attention, ici la loi de groupe est l'addition). La 
proposition 3.7 montre done que A = 7r(cK) ou d est le PGCD de to et n ; comme 
de plus nZ C dZ (pourquoi ?), on a bien A = dZ/nZ. ■ 

10.8. Exercice. Redemontrer 10.7 en utilisant l'assertion (i) de 3.7 et la derniere 
assertion de 9.2. 
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11. Le groupe symetrique 

11.1. Generalites. Le groupe symetrique & n , pour n G N, a deja ete defmi, cf. 1.4.7 : 
c'est le groupe des bijections de l'ensemble {1, . . . , n} sur lui-meme (appelees aussi 
permutations de {1, . . . , n}). 

11.1.1. Le fait de se restreindre a {1, . . . , n} est surtout une convention commode 
(analogue a celle, frequente en algebre lineaire sur un corps K, de demontrer les 
resultats pour K n et de les utiliser sans commentaire pour un if-espace vectoriel de 
dimension n quelconque) : on pourrait la plupart du temps travailler avec le groupe 
&(E) des permutations d'un ensemble E an elements. 

En fait, si / : {1, . . . ,n} — > E est une bijection quelconque, on verifie tout de 
suite que l'application o i— > / o o o f^ 1 est un isomorphisme de & n sur &(E), qui de 
plus respecte la plupart des constructions que nous ferons plus bas (decomposition 
en cycles par exemple). 

11.1.2. Rappelons que la loi de groupe de & n est la composition des applications, 
notee le plus souvent par juxtaposition et definie par ar(i) = a{r{i)) pour tout 
i G {1, . . . , n}. L'element neutre de & n est l'application identite de {1, . . . ,n}, en 
general notee Id. 

11.1.3. Le groupe <5 n opere a gauche sur {1, . . . ,n} par (cr, x) \— > a(x). Cette action 
n'est pas libre si n > 3 ; elle est transitive (exercice). 

11.1.4. Notation. Une permutation a se note en general comme un tableau : 



11.1.5. Exercice. Testez votre comprehension de 11.1.2 et 11.1.4 en verifiant la rela- 



11.1.6. Exercice. Montrer que, pour n > 3, le centre de & n est trivial. 

11.2. Vocahulaire. C'est en general celui des actions de groupes, applique a une 
permutation a donnee (ou a Taction du sous-groupe (a) de & n qu'elle engendre). 
Rappelons l'essentiel : 

11.2.1. Points fixes. Un element i de {1, . . . , n} est un point fixe pour une permuta- 
tion a G & n si a{i) = i. C'est un cas particulier de la notion de point fixe pour une 
action de groupe, cf. 5.4.2. 





tion 
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11.2.2. Orbites. Les orbites sous er G & n sont les orbites sous Taction de (er) sur 
{1, . . . , n}. C'est l'occasion de relire 5.3.5, 5.4.7 et 7.1.7 ; nous y reviendrons un peu 
plus loin. 

11.2.3. Parties stables. Une partie A de {l,...,n} est stable, ou invariante, par 
er G & n si cr(A) = A (ou encore si cr(A) C A : c'est la meme chose, pourquoi ?). II 
revient au meme de dire que A est invariante sous Paction de (er), ou encore que A 
est une reunion d'orbites sous er. 

11.3. Support. Le support de er G & n est par definition le complementaire de 
l'ensemble des points fixes de er : 



C'est aussi la reunion des orbites sous er ayant plus d'un element. Quel est le 
support de Id ? Quelles sont les permutations dont le support a un seul element ? 
deux elements ? 

Le lecteur demontrera lui-meme la proposition suivante (et la generalisera au cas 
d'un nombre fini quelconque de permutations) : 

Proposition 11.3.1 Soient er et r G & n . Alors on a Supp (err) C Supp (er) U 
Supp (r). 

De plus, si a et r sont a supports disjoints, i.e. si Supp (er) fl Supp (r) = 0, alors 
on a Supp (err) = Supp (er) U Supp (r), et plus precisement : 

(i) pour tout i 6 {!,..., n}, 



11.4. Cycles, decomposition d'une permutation. Fixons une permutation er G & n . 

11.4.1. Pour i G {l,...,n} donne, rappelons (7.1.7) la structure de Porbite de i 
sous er : il existe un plus petit entier / > 0, appele la periode de % sous er, tel que 
a l {x) = x ; Porbite de % est formee des / elements distincts a j (i) (0 < j < I). L'action 
de er sur cette orbite est donnee par 



Supp (er) = {ie {!,..., n}\ cr(i) ^ i}. 




si i G Supp (er) 
si i G Supp (r) 
dans les autres cas. 



n 



err = rer 



(iii) si err = Id alors er = r = Id. 



i i— > er(i) i— > cr 2 (i) 




I — ^ 2 — 



er [i 



Ceci suggere d'introduire la notion suivante : 
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Definition 11.4.2 Soit I un entier > 1, et soient deux a deux distincts 

dans {1, . . . , n}. On note 

Felement 7 de & n defini comme suit : 



Une permutation de la forme . . . est appelee cycle (ou permutation circulaire ) 
de longueur /. 

11.4.3. La notation (ii, . . . est standard mais pas tres heureuse. D'une part elle 
est aussi utilisee pour designer le /-uplet (la suite) des entiers i±, . . . ,ii, ce qui n'est 
pas la meme chose, cf. 11.4.5 ci-dessous. D'autre part, elle ne contient pas n de sorte 
que par exemple la notation (1,2) designe une infinite d'objets, un pour chaque 
n > 2 ; c'est parfois genant. 

11.4.4. Les orbites sous sont et les singletons {j} pour j G" 
{ii, . . . ,ii} ; le support Supp (ii, ■ ■ ■ ,ii) est vide si I — 1 et egal a . . . , ii} si 
/ > 1. De plus (verification immediate), (ii, . . . ,ii) est un element d'ordre I de & n . 

11.4.5. On a (ii, . . . ,ii) = (i 2 , ^i) ; en fait, pour que deux cycles . . . , ii) et 
(ji, . . . , j m ) soient egaux, il faut et il suffit que, soit I — m — 1, soit I — m > 1 et 
il existe un entier a tel que jk — heste(k+a) pour tout k, ou reste(x) designe le reste 
de la division de l'entier x par /. Verifiez ! 

11.4.6. Transpositions. On appelle transposition tout cycle d'ordre 2 ; c'est done un 
element de la forme avec % 7^ j, et il a pour effet d'echanger % et j en laissant 
fixes les autres elements de {1, . . . , n}. 

11.4.7. Conjugaison des cycles. Pour G & n quelconque et 7 = (ii, . . . ,ii), le con- 
jugue ct7(t _1 est le cycle (cr(ii), • • • , cr(ii))- La verification est un bon exercice ! 

11.4.8. Cycles associes a une permutation. Soit a G & n et soit X une orbite sous 
a. Definissons un element 7 de & n par 7(1) = a(i) si % G X et 7(1) = % sinon. 
(Pourquoi est-ce bien une permutation ?) La description de 11.4.1 montre que 7 est 
en fait un cycle d'ordre I = \X\ : en fait, si % est un element quelconque de X, 7 
est le cycle (i, cr(i), u 2 (i), ■ ■ ■ , a l ~ l {i)) (cette ecriture depend du choix de i mais 7 
ne depend que de X). Les cycles ainsi obtenus sont dits associes a a. Par exemple, 




i si i £ 

ik+i si i = ik(0 < k < I) 

ii si i = ii 




2 3 4 5 6 
4 5 13 6 



) 



a trois cycles associes, a savoir (1, 2, 4), (3, 5) et (6) = Id. 
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Proposition 11.5 Tout element a de & n peut s'ecrire 

<J = 7i • • • 7m 

ou m G N et ou les 7$ sont des cycles a supports deux a deux disjoints. 

Cette decomposition est unique a l'ordre pres si Von exclut les cycles de longueur 
1 : plus precisement, les 7$ d'ordre > 1 sont les cycles associes a a de longueur > 1. 

Demonstration . 

- Unicite. Si a est decomposee comme dans l'enonce, avec les 7, tous de lon- 
gueur > 1, alors il est immediat que les cycles associes a a sont bien les % et ceux 
correspondant aux points fixes de a. 

- Existence. Si Ton designe par Xi, . . . , X m les orbites sous a et par 71, . . . , 7 m 
les cycles associes correspondants, alors les supports des 7, sont bien disjoints (ils 
sont contenus dans les orbites correspondantes, qui sont disjointes). Montrons que 
o — 71 ' ' ' 7m ■ pour tout i G {1, . . . , n} il existe un unique j tel que i G Xj (les 
orbites forment une partition de {1, . . . , n}) et il resulte alors de 11.3.1 (generalise 
a m permutations) que (71 • • • j m ) (i) = qui est egal a a(i) par definition de jj. 

U 

11.6. Proprietes de la decomposition en cycles. 

11.6.1. Le calcul pratique de la decomposition en cycles d'une permutation donnee 
est tres simple puisqu'il suffit de trouver les cycles associes. 

11.6.2. Une propriete tres importante de la decomposition de 11.5 est que les 7^ 
commutent deux a deux, puisqu'ils sont a supports disjoints. En consequence, on 
a (toujours avec les notations de 11.5) a k = a\---a ] ^ n pour tout k G Z. (Noter 
cependant que les of ne sont pas necessairement des cycles). 

On en deduit notamment que l'ordre de a dans & n est le PPCM des ordres 
des <7j : en effet les 7* sont a support disjoints deux a deux, de sorte que d'apres 
11.3. l(iii) leur produit est l'identite si et seulement si chacun d'eux est l'identite, 
c'est-a-dire si et seulement si k est divisible par le PPCM de leurs ordres. 

11.6.3. Type et conjugaison des cycles. Avec les notations de 11.5, la suite (Zi, • • • , l rn ) 
des ordres des 7, (d'ou Ton exclut les cycles d'ordre 1) est bien determinee a 
l'ordre pres par a, vu l'assertion d'unicite de la decomposition. Pour se debarrasser 
du probleme de l'ordre on peut convenir, par exemple, de les ranger dans l'ordre 
decroissant (au sens large, evidemment). Appelons type de o la suite (h, ■ ■ ■ ,l m ) 
ainsi definie : c'est done une suite decroissante d'entiers > 2, dont la somme est 
< n (pourquoi, lecteur ? Et comment s'interprete cette somme, en termes de o ?) 
Par exemple, le type de l'identite est la suite vide (), et le type d'un cycle d'ordre 
/ > 1 est la suite a un element (I). Inversement (exercice) toute suite decroissante 
d'entiers > 1, de somme < n, est le type d'un element de & n . 
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II resulte de 11.4.7 que deux permutations conjuguees ont meme type. Inverse- 
ment, il est facile de voir que le type determine la classe de conjugaison : 

Proposition 11.6.4 Pour que deux permutations a et a' G & n soient conjuguees 
dans & n , il faut et il suffit qu'elles aient le meme type. 

Demonstration. Comme on vient de le dire, la necessite est une consequence imme- 
diate de 11.4.7. Inversement, supposons a et a 1 de meme type (/i, • • • , l m ) et ecrivons 
a — . . sy mj a' — ^ . . . sy' m avec, pour chaque k G {1, . . . , m}, 

7 fc = {i k ,i,...,ik,i k ) et 7fe = {\i,---,i' k ,i k )- 

(Remarque : la notation est la seule difficulte de cette demonstration. Le lecteur a 
interet a mediter celle-ci, qui est typique. L'aurait-il trouvee tout seul ? Sinon, qu'il 
medite encore !) 

Comme les i^j (resp. les i' k j) sont deux a deux distincts, il existe une permu- 
tation a de {l,...,n} qui envoie ikj sur i' k j pour tout k G {l,...,m} et tout 
j G {1, . . . , Ik}- II resulte alors a nouveau de 11.4.7 que aooT x = a'. ■ 

11.6.5. Exercice. Montrer que tous les elements d'ordre 12 de &$ sont conjugues. 

11.6.6. Exercice. Montrer que tous les elements d'ordre 12 de (5 6 sont conjugues. 

Proposition 11.7 Pour tout n G N, le groupe & n est engendre par les transposi- 
tions. 

Plus precisement, tout element de & n est un produit de transpositions. 

Demonstration. Les deux assertions sont en fait equivalentes d'apres 4.4 puisque Ton 
a t = t -1 pour toute transposition r. 

Compte tenu de 11.5 il suffit de voir que tout cycle est un produit de trans- 
positions. Par conjugaison, il suffit meme de voir que, pour tout / > 2, le cycle 
(1,2,..., /) est un produit de transpositions. (Ce dernier argument, tres souvent 
utilise, a pour principal avantage d'alleger les notations). Or on a l'une des deux 
formules suivantes : 

(1,2,...,/) = (1,2)(2,3) ■■■(I- 1,1) 
(1,2,...,/) = (/,Z-1)--- (3, 2)(2,1). 

Laquelle ? ■ 

11.7.1. Voici une autre preuve de 11.7 qui n'utilise pas 11.5 : on procede par recur- 
rence sur n, le cas ou n < 2 etant clair. Soit o G & n : si <r(n) = n alors on peut 
considerer a comme un element de © n _i et appliquer l'hypothese de recurrence. 
Sinon, soit r la transposition (<r(n),n) : alors a' := ra verifie cr'(n) = n done est 
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un produit de transpositions d'apres le cas precedent, et il en est done de meme de 
a = to-', cqfd. 

II existe de nombreux enonces du type "6„ est engendre par telle famille de 
permutations". En voici quelques-uns : 

11.7.2. Exercice. Montrer que & n est engendre par l'ensemble des transpositions de 
la forme (1, i) ou % parcourt {2, . . . , n}. 

(Indication : remarquer que pour 1 ^ « ^ J ^ 1, on a i) 1 = 

d'apres 11.4.7 ou par un calcul direct. Appliquer ensuite 11.7. Les arguments de 
conjugaison sont tres frequents dans ce genre de question.) 

11.7.3. Exercice. Montrer que & n est engendre par l'ensemble des transpositions de 
la forme (i, i + 1) ou i parcourt {1, . . . , n — 1}. 

(Indications : si V est le sous-groupe engendre par ces transpositions, alors une 
relation similaire a celle vue dans la preuve de 11.7 montre que V contient le cycle 
(2, . . . , n) (pour n > 2 ; sinon l'assertion est triviale). Pour chaque i > 2, T contient 
done une permutation a envoyant 1 sur 1 et 2 sur % ; en conjuguant (1,2) par a on 
obtient (l,i) et Ton applique 11.7.2 ci-dessus.) 

11.7.4. Exercice. Montrer que & n est engendre par {(1, 2), (1, 2, . . . , n)}. (Utiliser 
11.7.3 et un argument de conjugaison). 

Definition 11.8 Soient n > 1 et a G & n . La signature de a est par definition 



oil inv (o") designe le nombre d'inversions de a, e'est-a-dire le nombre de couples 
tels que l<i<j<net cr{i) > cr(j). 
On dit que a est paire si e(o) = +1, et impaire sinon. 

Proposition 11.9 Soient a et r G & n . Alors : 
(i) si xi, . . . , x n sont des reels quelconques, on a 



(ii) e((tt) = e(a)e(r) ; 

(iii) si a est le produit de m transpositions, alors e(a) = (— l) m ; 

(iv) si a est un cycle d'ordre I, alors e(cr) = (— 

Demonstration, (i) Pour chaque couple avec % < j, considerons le facteur 

correspondant (x a ^) — x a ^) du premier membre. Si n'est pas une inversion 



e(a) := (-1) 



inv (cr) 




l<i<j<n 



l<i<j<n 
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de a, ce facteur se retrouve au second membre, indexe par le couple (a(i),a(j)) ; 
sinon, le second membre contient le facteur oppose (x a ^ — x a ^) indexe par le couple 
(cr(j'), cr(i)). La formule en resulte. 

Pour en deduire (ii), designons par T le M-espace vectoriel des applications de 
W 1 dans R, et considerons Taction a gauche de & n sur T donnee par 

(lf)(xi,...,x n ) = /(x 7( i),...,x 7(n) ) 

pour 7 G & n et / G T. (Avez-vous verifie que c'est bien une action a gauche ?) 
Considerons alors l'element p de T defini par (p(xi, . . . ,x n ) = Y\i<i<j< n ( x i ~ x j)- 
Alors l'assertion (i) montre que Ton a 

IV = £(7) <P 
pour tout 7 G & n . On a done notamment 

(ar)ip = e(ar) ip (11.9.0.1) 

et d'autre part 

a( T p) = a(e(r) p) = e(r) (ap) = e(r) e((r) ^ (11.9.0.2) 

ou Ton utilise le fait, evident, que Taction de de & n sur T est lineaire. Egalant 
(11.9.0.1) et (11.9.0.2) et remarquant que p n'est pas identiquement nulle, on obtient 
(ii). 

Pour (iii), il suffit d'apres (ii) de voir que toute transposition est impaire. On 
peut le voir directement sur la definition ; on peut aussi se simplifier la vie en 
remarquant que, toujours d'apres (ii), la signature est invariante par conjugaison 
(i.e. £(rcrr _1 ) = e{a)) de sorte qu'il suffit meme de voir que la transposition (1,2) 
est impaire, ce qui est evident puisque le couple (1, 2) est sa seule inversion. 

Enfin (iv) est consequence de (iii) puisqu'un cycle d'ordre / est produit de / — 1 
transpositions. ■ 

11.10. Remarques et exercices. 

11.10.1. Comme on le voit sur la demonstration, la relation (i) est encore valable 
lorsque x±, . . . ,x n sont des elements quelconques d'un anneau commutatif unitaire 
A (voir chapitre II), a condition d'interpreter e(cr) comme un element de A (a savoir 
l'element neutre 1a de la multiplication de A ou son oppose). 

L'argument utilise pour deduire (ii) de (i) fonctionne-t-il encore si Ton remplace 
R par A ? 

11.10.2. Attention a (iv) : ce sont les cycles d'ordre pair qui sont des permutations 
impaires et inversement. 
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11.10.3. En prenant Xi = i dans (i) on obtient la formule 

e(a) = TT a(i) ~ a{j) 

- LJ - l — 7 

l<i<j<n 

qui sert parfois de definition a la signature. Exercice : partir de cette formule pour 
redemontrer 11.9. Attention, il faut commencer par montrer que e(a) G {— 1,+1} ! 

11.10.4. Exercice. Montrer que : 

(i) e(a) = (— \) n ~ m ou m est le nombre d'orbites sous a ; 

(ii) e(a) = (— l) s oil s est le nombre d'orbites paires (i.e. de cardinal pair) sous a. 

11.10.5. Exercice. Que pensez-vous de l'idee de prendre 1 1 .9 (iii) comme definition 
de la signature ? 

11.10.6. Le groupe alterne. L'assertion 11.9(ii) s'exprime aussi en disant que la signa- 
ture definit un morphisme de groupes de & n dans le groupe multiplicatif { — 1, +1}. 
Ce morphisme est surjectif si n > 2 (puisque les transpositions sont impaires). Son 
noyau (l'ensemble des permutations paires) est done un sous-groupe d'indice 2 de 
& n , appele groupe alterne et note A n . C'est un groupe d'ordre n\/2 ; il est trivial 
pour n = 2, cyclique d'ordre 3 pour n — 3 (il est forme de l'identite et des deux 
cycles d'ordre 3 de 63), et non commutatif pour n > 4. 

Un theoreme celebre (et pas tres difficile) de Galois dit que pour n > 5 le groupe 
A n est simple (cf. 8.5.1). 

Par contre A 4 n'est pas simple : il admet un sous-groupe distingue d'ordre 4, 
forme de l'identite et des produits de deux transpositions disjointes. 

11.10.7. Exercice. Deduire du theoreme de Galois mentionne en 11.10.6 que, pour 
n > 5, les seuls sous-groupes distingues de & n sont {Id}, & n et A n . 

11.11. Exercice : applications multilineaires alternees. Soient K un corps, n un entier 
naturel, E et F deux if-espaces vectoriels, / : E n — > F une application n-lineaire 
(e'est-a-dire que pour chaque i G {1, . . . , n) et chaque choix des Xj G E pour j 7^ i, 
l'application xi 1— > f(x\, . . . , x n ) de E dans F est i^-lineaire). On dit que / est 
alternee si f(xi, . . . , x n ) = chaque fois qu'il existe i G {l,...,n — 1} tel que 
Xi = x i+ i. (Si F = K on dit que / est une forme n-lineaire alternee sur E). 

11.11.1. Si / est alternee, montrer que f(xi, . . . ,x n ) change de signe si Ton permute 
Xi et Xi+i ; inversement cette propriete implique que / est alternee si 1 7^ — 1 dans 
K. (C'est du DEUG deuxieme annee). 

11.11.2. En deduire que si / est alternee, on a 

f(x ff (i), . . .,X<r(n)) = e{&)f{x 1 , . . . , X n ) (11.11.2.1) 
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pour tout a G & n et tout (xi, . . . , x n ) G E n , et que f(x±, . . . , x n ) = chaque fois 
qu'il existe i et j G {1, . . . , n} distincts tels que Xi = Xj. (Encore une fois on n'exclut 
pas que 1 = — 1 dans K !) 

11.11.3. Supposons / alternee, soient ei,...,e n G E et £jj G {l,...,n}) des 
elements de K ; on pose x,,- = X^=i £i,j e «- Montrer que 

/(xi,...,x n ) = e(a)Y[Ci,a{i))f(ei, ■ ■ ■ ,e n ). (11.11.3.1) 

cre&n i=l 

En particulier si {ei, . . . ,e n } engendre E comme K-espace vectoriel, / est entiere- 
ment determinee par l'element f(e±, . . . , e n ) de F. 

11.12. Determinants (suite de l'exercice precedent) . Avec les notations de 11.11.3, 
on note Q n (E) le i^-espace vectoriel des formes n-lineaires alternees sur E et l'on 
suppose que (ei, . . . , e n ) est une base de E. 

11.12.1. Deduire de 11.11.3 que dimfl n (E) < 1. Montrer ensuite que l'application (p 
de E n dans K definie par 

n 

<p( X1 ,...,x n )= Y, £ ^n^) (n.12.1.1) 

est une forme n-lineaire alternee et que (p(ei, . . . , e n ) = 1. En deduire que Q n (E) est 
de dimension 1. 

(Indication : la seule difflculte est de montrer que tp est alternee. Si j est un 
indice tel que Xj = Xj+i — i.e. £ij = Q ue l Q ue s °it i — noter r la transposition 
(j, et remarquer que pour a G & n on a ^ a (i) = 6,To-(j) alors que e(ra) = —e(cr).) 

11.12.2. Avec les notations precedentes, montrer que (p(x±, . . . , x n ) est le determinant 
de (xi, . . . ,x n ) dans la base (e 1 , . . . ,e n ). 

11.12.3. Soit u un endomorphisme de E. On definit un endomorphisme de Q n (E), 
note f2 n (w), en associant a toute forme / G Vl n (E) la forme Vl n (u)(f) definie par 

(xi, . . . , x n ) i-> /(u(a;i), • • • , w(a: n )) 

(qui est bien un element de fi n (£'), n'est-ce pas ?). Montrer que r2 n (Id^) = Idn«(f;) 
et que Vt n (u o v) = Q n (v) o Q n (u) pour u et v e End(E'). 

Puisque dim£l n (E) = 1, Q n (u) est la multiplication par un unique scalaire 6(u) G 
K. Montrer que 5(u) = det(w), et deduire de ce qui precede la formule det(i> ou) — 
det(-u) det(f). 
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11.13. Exercice : matrices de permutation. Soient K un corps et n un entier naturel. 
Alors & n opere a gauche lineairement sur K n : si (ei, . . . , e n ) designe la base canoni- 
que de K n , on associe a a G & n rautomorphisme de K n envoyant sur e CT (j), pour 
i G {1, . . . ,n}. 

Verifier que c'est bien une action a gauche, et qu'elle est donnee par 

(a, (Xi, . . .,X n )) l-> (^-1(1), . . . ,X a -i( n )). 

On obtient done un morphisme de groupes if : & n — > GL (n, K), qui est facile 
a decrire : pour a G & n , <p(cr) est la matrice dont la i-eme colonne est formee de 
zeros, a l'exception d'un 1 sur la a(i)-eme ligne. (Une matrice de ce type est appelee 
matrice de permutation) . 

Montrer que Ton a alors pour tout a G & n la formule 

det (p(a) = e(a) 

(a condition naturellement d'interpreter e{a) comme un element de K ; en par- 
ticulier, si K est de caracteristique 2, i.e. si 1 = — 1 dans K, on n'obtient rien 
d'interessant !). 

On peut naturellement prendre la formule ci-dessus comme definition de la si- 
gnature (avec K — Q par exemple), a condition d'avoir adopte une definition du 
determinant qui n'utilise pas la signature : voir ci-dessous. 

11.14. Remarques sur les exercices precedents. Les exercices 11.11 et 11.12 peuvent 
servir a definir les determinants et a demontrer leurs principales proprietes. C'est en 
fait, parfois sous une forme deguisee, l'approche "classique" de la notion de deter- 
minant dans les manuels de premiere annee : on definit par exemple le determinant 
des matrices carrees d'ordre n comme une application de M n (K) dans K qui est n- 
lineaire alternee comme fonction des colonnes, et qui vaut 1 sur la matrice identite. II 
n'est pas tres difficile (exactement comme dans 11.11.3) de deduire de ces proprietes 
la formule (ou les a i: j sont les coefficients de la matrice A G M n (K)) 

n 

det(A)= e(a)l[a i!a{i) . (11.14.1) 

ue& n i=l 

On peut d'ailleurs voir cette formule comme un cas particulier de (11.11.3.1). On ob- 
tient ainsi l'unicite du determinant, mais a ce stade on n'en a pas prouve l'existence. 
Pour cela il faut montrer que si l'on definit le determinant par la formule (11.14.1), 
alors on a bien les proprietes exigees. C'est essentiellement le contenu de 11.12.1 : 
le fait que det (Id) = 1 est facile, ainsi que la n-linearite ; par contre, pour montrer 
que le determinant s'annule lorsque deux colonnes consecutives sont egales, il faut 
en fait savoir, au minimum, que e(rer) = — e(a) lorsque r est une transposition de 
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la forme (i, i + II est regrettable que certains ouvrages escamotent sans vergogne 
cette difflculte. 

Une presentation du determinant moins conceptuelle, mais qui evite ces ecueils, 
consiste a le definir par recurrence sur n, en developpant par rapport a la premiere 
colonne par exemple. On en deduit les proprieties voulues en utilisant systematique- 
ment le fait que toute matrice de M n (K) est produit de matrices "elementaires" . 
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Chapitre II 
Anneaux et corps 



1. Anneaux et morphismes : definitions 

Definition 1.1 Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition 
internes 

Ax A — > A 
(a, b) i — > a + b (addition) 
(a, b) i — > ab (multiplication) 

verifi&nt les proprietes suivantes : 

(i) (A, +) est un groupe commutatif ; 

(ii) la multiplication est associative ; 

(iii) la multiplication est distributive a droite et a gauche par rapport a 1 'addition, 
c'est-a-dire que Von a a(b + c) = ab + ac et (a + b)c = ac + be pour tous 
a,b,c G A. 

L 'anneau A est dit commutatif si de plus la multiplication est commutative ; il 
est dit unitaire si la multiplication admet un element neutre. 

1.2. Commentaires. 

1.2.1. Abus de langage : ce sont essentiellement les memes que pour les groupes. II 
y en a un de plus ici : on aurait du definir un anneau comme un triplet (A, +, .) 
plutot que comme "un ensemble muni de. . .". 

1.2.2. Notations. Pour la multiplication on note parfois a.b ou a x b au lieu de ab. 
Pour l'addition on applique les conventions en vigueur dans tout groupe commutatif 
note additivement : ou CU pour l'element neutre, —a pour l'oppose de a, etc. 
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Dans un anneau A unitaire, l'element neutre de la multiplication (qui est unique) 
est note 1 ou 1a, et parfois appele l'element unite de A. 

1.2.3. On peut reformuler la condition (iii) de la definition en disant que, pour tout 
a G A, les deux applications 

A — > A 
x i — ► ax 
et x i — > xa 

sont des endomorphismes de groupe de (A, +). On voit en particulier que l'on a 
x.O = 0.x = et x.(—y) = (—x).y = —(xy) pour tous x,y G A. Si A est unitaire on 
en deduit que (—l).x = —x = x.(—l). 



1.3. Exemples. 

1.3.1. L'anneau nul. Tout ensemble A = {a;} a un element admet une unique struc- 
ture d'anneau, d'ailleurs commutatif et unitaire. Noter que Ton a 1 = dans cet 
anneau ; inversement, si cette relation est verifiee dans un anneau unitaire A, alors 
A = {0} puisque Ton a x = 1.x = 0.x = pour tout x G A. 

1.3.2. Anneaux de nombres. Z, Q,R, C munis de l'addition et de la multiplication 
habituelles sont des anneaux commutatifs unitaires. 

II en est de meme de l'ensemble des nombres decimaux, i.e. de la forme a/10 k 
avec a G Z et k G N, et naturellement de tous les analogues obtenus en remplagant 
10 par un entier donne (2 par exemple). 

1.3.3. Polyndmes. L'ensemble W[X] des polynomes en une indeterminee X a coeffi- 
cients reels est un anneau commutatif unitaire pour l'addition et la multiplication 
habituelles ; de meme nous definirons plus loin l'anneau A[X] lorsque A est un 
anneau commutatif unitaire quelconque. 

1.3.4. Produits. Si (Ai) i€l est une famille quelconque d'anneaux, le produit Yliei 

a une structure naturelle d'anneau, dont l'addition et la multiplication sont defmies 
"composante par composante" . Un cas particulier important est naturellement celui 
du produit A x B de deux anneaux A et B. Noter qu'un produit d'anneaux com- 
mutatifs (resp. unitaires) a la meme propriete. 

1.3.5. Anneaux de fonctions. Si, dans l'exemple precedent, les anneaux Ai sont egaux 
a un meme anneau A, le produit Yliei ^ es ^ n °te A 1 et peut etre vu comme 
l'ensemble des applications de I dans A, ou l'addition et la multiplication sont 
defmies "point par point" . 

On a souvent a considerer des sous-anneaux (voir plus loin pour la definition) de 
A 1 : par exemple, si I est un espace topologique et A — R, l'ensemble C(I, R) des 
applications continues de / dans R est un anneau commutatif unitaire. 
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1.3.6. Pour tout entier n, Z/nZ a une structure naturelle d'anneau donnee par 
l'addition et la multiplication des classes modulo n ; c'est un cas particulier d'anneau 
quotient (voir plus loin). 

1.3.7. L'ensemble 2Z des entiers pairs fournit un exemple simple d'anneau non uni- 
taire. (Pour le prouver, il ne sufRt pas de dire que 1 ^ 2Z ; par exemple, le sous- 
ensemble {0} de Z ne contient pas 1 mais est bien un anneau unitaire. . .) 

1.3.8. Anneaux d' endomorphismes. Si (G, +) est un groupe commutatif, alors l'en- 
semble End(G) des endomorphismes de groupe de G a une structure naturelle 
d'anneau unitaire, obtenue en prenant pour addition l'addition des endomorphismes 
(deduite de la loi de groupe de G) et pour multiplication la composition des endomor- 
phismes. L'anneau obtenu n'est pas commutatif en general ; son element unite est 
l'identite Ida (et non l'endomorphisme trivial, qui est l'element neutre de l'addition). 

De fagon analogue, si V est un espace vectoriel sur un corps K, l'ensemble 
End^(V) des K-endomorphismes de V est un anneau unitaire, non commutatif 
des que V est de dimension > 2. 

Attention : si G est un groupe commutatif note multiplicativement, l'anneau 
End(G) existe toujours, meme si les notations deviennent problematiques. . . 

Definition 1.4 Soient A et B deux anneaux. Un (homo)morphisme (d'anneaux) 
de A dans B est une application f : A ^ B qui verifie, pour tous x et y e A, 



Si A et B sont tous deux unitaires, un morphisme f : A — > B est dit unitaire s'il 
verifie en outre /(1a) = Is- 

1.5. Remarques et exemples. 

1.5.1. Un morphisme d'anneaux est en particulier un morphisme entre les groupes 
additifs sous-jacents : il envoie done sur 0, par exemple. 

1.5.2. L'inclusion de {0} dans Z est un exemple de morphisme non unitaire. 
Remarquer que pour les morphismes de groupes, par contre, l'element neutre 

s'envoie automatiquement sur l'element neutre : qu'est-ce qui ne marche pas pour 
la multiplication dans les anneaux ? 

1.5.3. Exercice. Tout morphisme surjectif d'anneaux unitaires est unitaire. Plus 
precisement, si / : A — > B est un morphisme surjectif d'anneaux et si A est 
unitaire, alors B est un anneau unitaire et / un morphisme unitaire. 

1.5.4. Exercice. Pour tout element a d'un anneau A, notons ji a G End(A, +) la 



f(x + y) 
f(xy) 



f(x) + f(y) 

mm. 
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multiplication a gauche par a (donnee par /i a (x) = ax). Montrer que l'application 
a i— > u, a est un morphisme d'anneaux de A dans End(A, +). 

Montrer que si A est unitaire, ce morphisme est injectif. 

Que se passe-t-il si Ton considere les multiplications a droite ? 

1.5.5. Si designe un anneau nul, tout anneau R admet un unique morphisme vers 

; ce morphisme est unitaire si R est unitaire. 

II existe aussi un unique morphisme de dans R mais, sauf si R est lui-meme nul, 
ce morphisme n'est jamais unitaire et sera done "illegal" des le prochain paragraphe. 

1.5.6. Pour n entier fixe, l'application canonique de Z sur Z/nZ est un morphisme 
unitaire. 

1.5.7. Projections. Si A et B sont deux anneaux, les deux projections pr x : AxB — > A 
et pr 2 : A x B — > B definies en (1.2.2.8) sont des morphismes surjectifs d'anneaux, 
unitaires si A et B sont unitaires. 

Exercice : enoncer et demontrer l'analogue de la propriete universelle du produit 
de deux groupes de (1.2.2.9) (ou plutot les analogues, unitaire et non unitaire). 

Ces notions se generalisent immediatement a un produit arbitraire d'anneaux 
(1.3.4). 

1.5.8. Dans la situation de 1.5.7, on a aussi un morphisme injectif de A dans AxB 
donne par a (a, Ob). Si A et B sont unitaires, ce morphisme n'est jamais unitaire 
sauf si B est nul. 

1.5.9. Morphismes d 'evaluation. Considerons l'anneau R = A 1 de 1.3.5. Pour i £ I 
fixe, la projection de R sur le "i-eme facteur" definie en 1.5.7 est un morphisme 
d'anneaux qui, lorsque l'on interprete les elements de R comme des applications de 

1 dans A, n'est autre que "revaluation au point i" donnee par / i— > /(«)■ 

Cette notion s'etend naturellement aux anneaux tels que C(I, R) lorsque I est 
un espace topologique. 

Insistons sur la formule / i— > f(i) : ici, e'est la fonction qui "varie", ce qui 
semble etre une source de perplexite insondable chez beaucoup d'etudiants. Ne pas 
confondre non plus, dans cette formule, / et le morphisme devaluation lui-meme ; 
si l'on note evj ce dernier, on a evj(/) = f(i) pour tout / appartenant a l'anneau 
de fonctions considere. 

1.5.10. Polynomes et endomorphism.es. Soient K est un corps, V un i^-espace vec- 
toriel, et u un i^-endomorphisme de V : alors on a une application de K[X] dans 
End {V) donnee par P \— > P{u). Cette application est un morphisme unitaire (voir 
le cours d'algebre lineaire de deuxieme annee). II s'agit en fait d'une variante de la 
notion de morphisme d'evaluation presentee ci-dessus. 
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Definition 1.6 Soit f : A — > B un morphisme d'anneaux. On dit que f est un 
isomorphisme s'il existe un morphisme d'anneaux g : B — > A tel que go f — Id a et 
fog = ld B . 

Deux anneaux A et B sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme de A sur 

B. 

1.6.1. Remarque. On ne formule pas ici de variante "unitaire" : en effet (exercice), si 
/ est un isomorphisme et si A (resp. B) est unitaire, alors B (resp. A) est unitaire 
et / est un morphisme unitaire. 

Comme pour les groupes (cf. 1.2.5) on a le critere suivant : 

Proposition 1.7 Soit f : A — > B un morphisme d'anneaux. Pour que f soit un 
isomorphisme, il faut et il suffit que f soit bijectif. 

Demonstration. Entierement analogue a celle de 1.2.5. ■ 

1.7.1. Exercice. Soient a et b deux entiers premiers entre eux. Montrer que l'isomorphisme 
de groupes du "lemme chiois" 1.10.4 est un isomorphisme (unitaire) d'anneaux de 
Z/a&Z sur l'anneau produit (Z/aZ) x (Z/6Z). 

Proposition 1.8 (propriete universelle de l'anneau Z) Soit A un anneau unitaire. 
II existe alors un unique morphisme unitaire d'anneaux de Z dans A ; ce morphisme 
associe a tout entier k Velement Ica de A defini par 

k A := hi a 

(oil le "produit" du membre de droite est celui de l'element 1a du groupe (A, +) par 
l'entier k, au sens de (1.1.3.6)). 

Demonstration. Si ip : Z — > A est un morphisme unitaire, alors ip est en particulier 
un morphisme de groupes (pour l'addition) qui de plus envoie 1 sur 1 A - II resulte 
done de (1.2.3) que p est bien donne par la formule de l'enonce. Ceci montre en 
particulier l'unicite. 

II resulte aussi de (1.2.3) que l'applicaiton ip definie par p{k) = fcl^ est un 
morphisme de groupes envoyant 1 sur 1a- II reste a voir que, pour tous k et I dans 
Z, on a (hi a) (11 a) = (kl)lA '■ pour le voir on peut supposer que k > (utiliser la 
formule {—x)y = —(xy) de 1.2.3), et proceder ensuite par recurrence sur k. (Bien 
entendu, ces arguments utilisent de fagon repetee la definition de klA il faut done 
la connaitre. . .) ■ 

1.8.1. Exercice. Montrer qu'il n'existe aucun morphisme unitaire de Q (resp. K, resp. 
C) dans Z. 
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Definition 1.9 Un sous-anneau d'un anneau A est une partie de A stable par ad- 
dition et multiplication, et qui est un anneau pour 1 'addition et la multiplication 
induites. 

Si A est unitaire, un sous-anneau unitaire de A est un sous-anneau de A contenant 
l'element 1a- 

1.10. Remarques. 

1.10.1. De fagon equivalente, on aurait pu definir un sous-anneau de A comme un 
sous-groupe de (A, +) stable par multiplication. 

1.10.2. Si B est un sous-anneau unitaire de A, alors B est evidemment un sous- 
anneau de A et un anneau unitaire ; la reciproque est fausse comme le montre 
Pexemple A = Z, B = {0}. 

1.10.3. L 'intersection d'une famille quelconque de sous-anneaux (resp. de sous-an- 
neaux unitaires) d'un anneau (resp. d'un anneau unitaire) A est un sous-anneau 
(resp. un sous-anneau unitaire) de A. 

En particulier (nous nous limitons pour simplifier au cas unitaire), si S est une 
partie de A, l'intersection ((S)) des sous-anneaux unitaires de A contenant S est le 
plus petit sous-anneau unitaire de A contenant S (meme demonstration que pour 
1.4.2). On l'appelle le sous-anneau unitaire de A engendre par S. 

1.10.4. Exercice. Avec les notations ci-dessus, montrer que {(S)) est le sous-groupe 
de (A, +) engendre par l'ensemble des produits finis d'elements de S. (On n'exclut 
evidemment pas le produit vide). 

1.10.5. Exercice. On suppose de plus que S = {si, . . . ,s n } est fini, et que les 
commutent entre eux (par exemple, que A est commutatif, ou que n — 1). Alors 
{{S)) est le sous-groupe de (A, +) engendre par l'ensemble des "monomes" de la 
forme s™ 1 • • • s™ n avec (m 1 , . . . , m n ) G N n . 

Lorsque S = {s} a un seul element, on voit done que {{S)) est l'ensemble des 
elements de A de la forme P(s) ou P est un polynome a coefficients entiers (voir le 
chapitre IV). 

1.10.6. Exercice. Quel est le sous-anneau unitaire de K. engendre par 1/2 (e'est-a-dire 
par {1/2}) ? par 1/10 ? par l'ensemble des inverses des nombres premiers ? par \/2 ? 

1.10.7. Exercice. On voit notamment que si A est unitaire, il existe un plus petit sous- 
anneau unitaire de A (prendre S = 0, ou S = {0}). Montrer que ce sous-anneau est 
l'image du morphisme de Z dans A de 1.8, et est le sous-groupe de (A, +) engendre 
par 1a- 

1.10.8. On laisse au lecteur le soin de formuler et d'etablir les proprietes telles que : 
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"l'image d'un sous-anneau par un morphisme est un sous-anneau" et toutes ses 
variantes (images reciproques, morphismes et sous-anneaux unitaires). 

1.11. Regies de calcul dans un anneau. Dans ce qui suit, A designe un anneau, que 
l'on supposera unitaire pour simplifier. 

1.11.1. Les regies de calcul dans les groupes commutatifs s'appliquent evidemment 
au group e additif (A, +). 

1.11.2. L'associativite de la multiplication permet de manipuler les produits finis 
comme en (1.1.3.5) (sauf pour ce qui concerne les inverses). On dispose notamment 
de la regie de regroupement de termes consecutifs ; les regroupements arbitraires 
sont licites si A est commutatif. 

On peut egalement definir les puissances entieres d'un element, a condition que 
l'exposant soit > 0. On convient toujours que x° = 1a (meme si x = CU) et Ton a 
les memes regies de calcul qu'en (1.1.3.6), limitees aux exposants entiers naturels. 

1.11.3. La distributivite permet de "developper les produits", ainsi (a + b)(c + d) = 
ac + ad + bc + bd. Attention a l'ordre des facteurs : ainsi, (a + b) 2 = a 2 + ab + ba + b 2 , 
qui n'est egal a a 2 + 2ab + b 2 que si ab = ba. 

1.11.4. Formule du bindme. Soient a et b deux elements de A qui commutent, i.e. 
tels que ab = ba, et soit n G N. Alors on a 



(a + b) n = (^V hn ~ l 



=0 

ou (™) = C l n designe le "coefficient du binome" n\/(i\(n — La demonstration se 
fait par recurrence sur n. L'exemple precedent (pour n = 2) montre la necessite de 
l'hypothese ab = ba. 



1.11.5. Sous les memes hypotheses que ci-dessus, on a aussi l'identite 

n-l 

a n - b n = (a - b) a% b n ~ 1 " 1 . 

i=0 

1.11.6. Les deux formules qui precedent s'appliquent notamment si a ou b est egal 
a 1 (qui commute avec tout element de A). On obtient done les relations, valables 
pour tout x G A et tout n G N : 

(i+*) b = z:=o(:y 

H=0 



l-X n = (1 - x) Y!i=Q xl - 



1.12. Convention. Dans toute la suite de ce cours, et sauf mention expresse 
du contraire, tous les anneaux seront supposes commutatifs et unitaires, 
et tous les morphismes et sous-anneaux seront unitaires. 
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2. Diviseurs de zero, anneaux integres 

Definition 2.1 Soit A un anneau, et soit a un element de A. On dit que a est 
regulier dans A (ou encore non diviseur de zero dans A ) si la multiplication par a 
dans A est injective ; autrement dit (puisque c'est un morphisme de groupes additifs) 
si, pour tout x G A, ax = implique x = 0. 

On dit que a est diviseur de zero dans A s'il n'est pas regulier (autrement dit, 
s'il existe x G A non mil tel que ax = 0. 

2.2. Remarques. 

2.2 A. Notation. Dans ce cours on notera A* l'ensemble des elements reguliers de 
A. Cette notation sera surtout utilisee lorsque A est integre (voir 2.3 ci-dessous), 
auquel cas A* coincide avec A — {0}. 

2.2.2. est diviseur de zero dans A, sauf si A = {0}. Par contre 1 n'est jamais 
diviseur de zero. 

2.2.3. Dans Z, le seul diviseur de zero est 0. Meme chose dans Q, R, C, IR[X]. 

2.2.4. Dans Z/4Z l'element a = 2 mod 4 est un diviseur de zero non nul (on a meme 
a 2 = 0). 

2.2.5. Exercice. Dans C(M, M) montrer que les diviseurs de zero sont les fonctions 
/ : R — > M qui s'annulent sur un intervalle ouvert non vide (i.e. telles que / _1 (0) 
soit d'interieur non vide). 

2.2.6. Pour a £ A donne, il revient au meme de dire que a est regulier ou que l'on 
peut simplifier par a dans A (si ax = ay alors x = y). 

2.2.7. Exercice. Pour qu'un produit ab soit regulier il faut et il suffit que a et b le 
soient. En particulier, A* est stable par multiplication. 

Definition 2.3 Un anneau A est dit integre s'il veriGe les deux conditions suivan- 
tes : 

(i) A ? {0 A } ; 

(ii) tout element non nul de A est regulier. 
2.4. Remarques. 

2.4.1. Ne pas oublier la condition (i) de la definition. 

2.4.2. La condition (ii) peut se reformuler comme une regie de calcul dans A : on 
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peut simplifier par tout element non nul, autrement dit si ac = be et c 7^ 0, alors 
a = b. Ou encore : si ab = alors a = ou b = 0. 

2.4.3. Exercice. Soit A un anneau. Montrer les equivalences : 

A est integre •<=>- l'ensemble des diviseurs de zero de A est {0} A contient 
un diviseur de zero et un seul. 

2.4.4. Meme dans le monde non commutatif, e'est-a-dire dans les ouvrages qui 
n'adoptent pas la convention 1.12, un anneau integre est commutatif et unitaire 
par definition. 

2.4.5. II est immediat (avec la convention 1.12) que tout sous-anneau d'un anneau 
integre est integre. 

2.4.6. Exemples d'anneaux integres : Z, Q, R, C, M[X]. La plupart des autres an- 
neaux donnes en exemple plus haut dans ce chapitre ne sont pas integres. Pas tous, 
cependant (cherchez un peu). 

2.4.7. Exercice. A quelle(s) condition(s) un produit Yliei ^ d'anneaux est-il integre ? 

2.4.8. Exercice. Soit U un ouvert de C, et soit A l'anneau des fonctions a valeurs 
complexes holomorphes sur U. Montrer que A est integre si et seulement si U est 
connexe et non vide. 
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3. Elements inversibles, corps 

Definition 3.1 Soit A un anneau, et soit a un element de A. On dit que a est 
inversible dans A s'il veriGe les conditions equivalentes suivantes : 

(i) a admet un symetrique pour la multiplication : il existe b G A tel que ab = 1 ; 

(ii) la multiplication par a dans A est bijective ; 

(iii) la multiplication par a dans A est surjective. 

3.2. Remarques. 

3.2.1. Inequivalence des conditions de la definition est laissee comme exercice. 

3.2.2. Notations. Si a est inversible, l'element b de (i) est unique et appele Vinverse 
de a ; on le note a -1 . 

On note A x l'ensemble des elements inversibles de A ; noter que c'est un groupe 
pour la multiplication. 

3.2.3. Exemples. Z x = {-1, +1} ; R x = R* = R - {0} ; C(M,M) X est l'ensemble des 
applications partout non nulles de R dans R ; R[X] X est l'ensemble des polynomes 
constants non nuls ; pour que A x = A il faut et il suffit que A = {0}, ou encore que 
0EA x . 

3.2.4. Tout element inversible est regulier ; la reciproque est fausse comme le mon- 
trent plusieurs des exemples precedents : lesquels ? 

3.2.5. Exercice. Soit A un anneau Gni : alors tout element regulier de A est inversible 
autrement dit, A* = A x ). (Considerer la multiplication par a). 

3.2.6. Exercice. Pour qu'un produit ab soit inversible il faut et il suffit que a et b le 
soient. 

3.2.7. Exercice. Un element x d'un anneau A est dit nilpotent s'il existe un entier 
k > tel que x k = 0. Montrer que si x est nilpotent, alors 1 + x est inversible, et 
donner une formule pour (1 + rr) -1 . (Indication : utiliser 1.11.6). 

Plus generalement si u est inversible et x nilpotent, alors u + x est inversible. 

3.2.8. Exercice. Si / : A — > B est un morphisme d'anneaux, et si x G A est inversible, 
alors f(x) est inversible dans B. En d'autres termes, f{A x ) C B x . (Noter que la 
propriete analogue pour les elements reguliers est fausse). 

3.2.9. Exercice. Peut-on trouver un anneau A non nul tel que A x = {1} ? 
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Proposition 3.3 Soient a et n deux entiers, avec n^O. Posons a = a mod n e 
Z/nZ. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) a est inversible dans Z/nZ ; 

(ii) a est regulier dans Z/nZ ; 

(iii) a et n sont premiers entre eux. 

Demonstration. On sait deja que (i) implique (ii), et l'on a meme la reciproque par 
3.2.5. II reste a voir que (i)-^(iii). Pour que a soit inversible dans Z/nZ, il faut et 
il suffit qu'il existe un entier u tel que au = 1 (mod n), ou encore, qu'il existe des 
entiers u et v tels que au + nv — 1, ce qui equivaut bien a (iii). ■ 

3.3.1. Remarque. Sans utiliser 3.2.5, on peut montrer que (ii) implique (iii) de fagon 
plus terre-a-terre : si n et a ne sont pas premiers entre eux, il existe un entier d > 1 
qui divise a et n. On a done une relation n = dn' oil < n' < \n\, de sorte que 
n' ^ (mod n), ce qui implique que d mod n est diviseur de zero dans Z/nZ. 
Comme ct = a mod n est un multiple de d mod n dans Z/nZ, on conclut par 2.2.7 
que a est aussi diviseur de zero dans Z/nZ. 

3.3.2. Exercice. Pour chaque entier n < 10, faire la liste des inversibles de Z/nZ et 
calculer leurs inverses. 

3.3.3. Remarque. Le nombre d'elements inversibles de Z/nZ, e'est-a-dire l'ordre du 
groupe multiplicatif (Z/nZ) x , est appele Vindicateur d'Euler de n et souvent note 
V?(n). 

3.3.4. Exercice. Soient p un nombre premier, et n un entier > 0. Deduire de 3.3 que, 
avec la notation de 3.3.3, (p(p n ) = p n — p n_1 . 

3.3.5. Exercice. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Deduire de 
1.7.1 que le groupe (Z/a6Z) x est isomorphe a (Z/aZ) x x (Z/6Z) X . En deduire que 
ip(ab) = ip(a)ip(b). 

3.3.6. Exercice. Deduire de 3.3.4 et 3.3.5 la formule generale suivante : pour n entier > 
0, sipi, . . . ,p r sont les diviseurs premiers (distincts) de n, on a (fi(n) = n n[=i( i — ^")- 

Definition 3.4 Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit que A est un corps 
s'il veriGe les deux conditions suivantes : 

(i) A + {0 A } ; 

(ii) tout element non nul de A est inversible. 

3.5. Remarques. (On comparera avec le cas des anneaux integres.) 
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3.5.1. Ne pas oublier la condition (i) de la definition. 

3.5.2. La condition (ii) peut se reformuler comme une regie de calcul dans A : on 
peut diviser par tout element non nul. Autrement dit il existe une loi de composition 
"division" : A x (A — {0}) — > A, notee souvent (x,y) h- > x/y, definie par xy = xy^ 1 
et ayant les proprietes habituelles. 

3.5.3. Exercice. Soit A un anneau. Montrer les equivalences : 

A est un corps •<=>- A x = A — {0} •<=>- A — {0} est un groupe pour la multipli- 
cation. 

3.5.4. Pour la commutativite, l'usage differe de celui des anneaux integres : un corps 
n'est pas necessairement commutatif (sauf avec nos conventions, evidemment). Noter 
toutefois qu'en anglais le mot "field" designe uniquement un corps commutatif. 

3.5.5. Un sous-anneau d'un corps n'a aucune raison d'etre un corps (cette remarque 
figure ici uniquement en raison du parallele avec 2.4). 

3.5.6. Exemples de corps : Q, R, C, et aussi Z/pZ pour p premier (voir ci-dessous). 

3.5.7. Exercice. A quelle(s) condition(s) un produit rLe/A d'anneaux est-il un 
corps ? 

3.5.8. Exercice. Deduire de 3.2.5 que tout anneau integre fini est un corps. 
Proposition 3.6 Soit n un entier > 0. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) Z/nZ est un corps ; 

(ii) Z/nZ est integre ; 

(iii) n est premier. 



Demonstration. Si n — 1 alors les trois proprietes sont fausses : (i) et (ii) parce 
que Z/nZ est nul, et (iii) parce qu'un nombre premier est par definition > 1. On 
supposera done dans la suite que n > 1, et done que Z/nZ ^ {0}. 

L'implication (i) =^ (ii) est triviale, et la reciproque resulte de 3.3 (ou de 3.5.8). 
Pour montrer que ces conditions sont equivalentes a (iii), on utilise encore 3.3 qui 
donne l'equivalence (puisque Ton suppose deja que Z/nZ ^ {0}) : 

Z/nZ est integre <^=^ tout entier non divisible par n est premier avec n. 

Or la deuxieme condition (jointe a l'hypothese n > 1) caracterise bien les nom- 
bres premiers. ■ 

3.6.1. Remarque. On prendra garde qu'il existe d'autres corps finis que ceux de la 
forme Z/pZ, pour p premier. Voir par exemple 5.9 et IV.8.9.4. 
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3.6.2. Remarque. L'enonce serait en defaut pour n = : dans ce cas, Z/nZ est 
isomorphe a Z done est integre, mais n'est pas un corps. 

Une consequence importante de 3.6 est la suivante : 

Corollaire 3.6.3 Soit p un nomhre premier. Alors Z/pZ — {0} est un groupe pour 
la multiplication. ■ 

3.6.4. Remarque. Bien entendu, ce groupe est commutatif d'ordre p — 1. Autrement, 
dit, avec la notation de 3.3.3, on a <p(p) = p — 1 pour p premier. 

Nous verrons plus loin (IV. 6. 3) que ce groupe (Z/pZ) x est cyclique. 

3.6.5. Exercice. Pour chaque p premier < 13, montrer que (Z/pZ) x est cyclique. 
Voici trois applications arithmetiques de 3.6 : 



Corollaire 3.7 ("petit theoreme de Fermat") Soit p un nombre premier. Alors : 

(i) pour tout k G Z non divisible par p, on a k v ~ x = 1 (mod p) ; 

(ii) pour tout k G Z, on a k p = k (mod p). 

Demonstration. L'assertion (ii) est consequence immediate de (i) : si k n'est pas 
divisible par p, il suffit de multiplier par k la congruence de (i), et sinon k et k p sont 
tous deux = (mod p). 

Pour montrer (i), il suffit de remarquer que puisque (Z/pZ) x est un groupe 
d'ordre p — 1 pour la multiplication, tout element x de ce groupe verifie x p ~ l = 1, 
en vertu du theoreme de Lagrange (1.6.6). ■ 

Corollaire 3.8 ("theoreme de Wilson") Soit p un nombre premier. Alors : 

(p — 1)! = — 1 (mod p). 

Pour etablir 3.8, montrons d'abord un lemme : 



Lemme 3.8.1 Soit G un groupe fini commutatif, note multiplicativement. Alors le 
produit des elements de G est egal au produit des elements d'ordre 2 de G. 

Demonstration. Pour x G G, dire que x 2 ^ e equivaut a dire que x ^ x -1 . Chaque 
paire {a^x -1 } de ce type peut etre eliminee du produit de tous les elements de G ; 
celui-ci est done egal au produit de tous les x G G verifiant x 2 = e, qui sont e et les 
elements d'ordre 2. ■ 

3.8.2. Exercice. Ou a servi l'hypothese que G est commutatif ? 
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3.8.3. Demonstration de 3.8. Appliquons le lemme 3.8.1 au groupe {Z/pZ) x . Le 
produit de ses elements est la classe modulo p de (p — 1)! puisque (Z/pZ) x est 
l'ensemble des classes des entiers 1,2, ... ,p — 1. D'autre part, pour x G Z/pZ, la 
relation x 2 = 1 equivaut a (x — l)(x + 1) = done a i = 1 ou i = —1 puisque Z/pZ 
est integre. Le seul element d'ordre 2 de {Z/pZ) x est done — 1, d'ou la conclusion. 
(En fait, la derniere assertion n'est pas tout a fait exacte si p = 2, pourquoi ?) ■ 

3.8.4. Exercice. Que se passe-t-il dans 3.8 si p n'est plus suppose premier ? 

Corollaire 3.9 Soit p un nombre premier impair. Pour tout entier a, notons a G 
Z/pZ la classe de a modulo p. Les deux conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) —1 est un carre dans Z/pZ ; 

(ii) p = 1 (mod 4). 

Demonstration. Comme p est impair, —1 est un element d'ordre 2 du groupe mul- 
tiplicatif (Z/pZ) x . L'assertion (i) entraine done que ce groupe admet un element 
d'ordre 4 (puisque si z 2 = —1 alors z 2 ^ 1 et z A = 1). Son ordre p — 1 est done 
divisible par 4, d'ou (ii). 

Pour voir que (ii) implique (i), considerons l'entier N = (^y^)!- Sa classe modulo 

p est le produit des ^ classes 1, 2, . . . , ( 2 ^), dont les opposes sont les classes 
p — l,p — 2, . . . , (^tt 1 ), e'est-a-dire precisement les autres elements de (Z/pZ) x . Done 
le produit iV x (— 1)~2~JV a meme classe modulo p que (p — 1)!, d'ou, d'apres 3.8, 
(— 1)^ iV 2 = —1 (mod p). Mais si (ii) est verifiee on a (—1)^ = 1, ce qui donne 
iV 2 = — 1 (mod p), et (i) est vraie. ■ 

Proposition 3.10 Soit K un corps. Tout morphisme d'anneaux de K vers un an- 
neau non nul est injectif. 

Demonstration. Soit / : K — > A un morphisme d'anneaux. Si / n'est pas injectif, il 
existe x G K non nul (et done inversible) tel que f(x) = Oa- Done, d'apres 3.2.8, 0^ 
est inversible dans A, d'ou A = {0a}- ■ 

3.11. Sous-corps. Un sous-corps d'un corps K est par definition un sous-anneau de 
K qui est un corps. 

3.11.1. Intersections, sous-corps premier. II est clair que l'intersection d'une famille 
quelconque de sous-corps de K est encore un sous-corps de K. En particulier, K 
admet un plus petit sous-corps qui est l'intersection de tous ses sous-corps. On 
l'appelle le sous-corps premier de K. 

Un corps premier est par definition un corps egal a son sous-corps premier, e'est- 
a-dire un corps qui n'a pas d'autre sous-corps que lui-meme. 
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3.11.2. Exercice. Soient K un corps, A un anneau, / et g deux morphismes de K 
dans A. Montrer que {x e K \ f(x) — g(x)} est un sous-corps de K. 

En deduire que si K est un corps premier et A un anneau, il existe au plus un 
morphisme de K dans A. 

3.11.3. Exercice. Montrer que Q et Z/pZ (ou p est un nombre premier) sont des 
corps premiers. (Nous verrons plus loin que ce sont les seuls, a isomorphisme pres). 

3.11.4. Exercice. Montrer que le seul morphisme de Q dans R est l'inclusion, et que 
le seul morphisme de Q dans Q est l'identite. On donnera deux demonstrations : 
l'une "directe", et l'autre utilisant 3.11.3 et 3.11.2. 

3.12. Exercice. Soit / : R — > R un endomorphisme d'anneau. On se propose de 
montrer que / est l'identite. 

3.12.1. Montrer que f(x) = x pour tout x G Q. 

3.12.2. Montrer que pour tout reel x > on a f(x) > 0. (Indication : a quoi recon- 
nait-on un reel > ?) 

3.12.3. Deduire de 3.12.2 que / est croissant, et conclure a l'aide de 3.12.1. 

3.13. Exercice. Soit / : C — > C un endomorphisme d'anneau. Montrer que les condi- 
tions suivantes sont equivalentes : 

(i) / est egal a l'identite ou a la conjugaison complexe ; 

(ii) / est continu (pour la topologie naturelle de C) ; 
(hi) f(R) c R ; 

(iv) \/x e R, f(x) = x. 

(Utiliser les exercices precedents). 

3.13.1. Remarque. On peut montrer que C admet des endomorphismes non surjectifs, 
et des automorphismes non continus. 

3.14. Exercice : sous-corps engendre par une partie d'un corps. Soit S une partie 
d'un corps K. Montrer que l'intersection de tous les sous-corps de K contenant S 
est aussi le plus petit sous-corps de K contenant S. On l'appelle le sous-corps de K 
engendre par S. 

Montrer que le sous-corps de K engendre par S est egal a l'ensemble des quotients 
a/b ou b 7^ et ou a et b appartiennent au sous- anneau unitaire ((S)) de K engendre 
par S (notation de 1.10.3). 
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Quel est le sous-corps de M. engendre par y/2 ? Comparer ce sous-corps (au sens 
de l'inclusion, ou de l'egalite) avec : le sous-groupe de (R, +) engendre par a/2 ; le 
sous-groupe de (R*, x) engendre par V2] le sous-anneau de R engendre par a/2- 
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4. Ideaux 

Definition 4.1 Soit A un anneau (commutatif et unitaire, comme toujours). Un 
ideal de A est par definition un sous-groupe I de (A, +) tel que AI C / (autrement 
dit, tel que pour tout a & A et tout A G /, on ait a\ G I). 

AAA. Exemples triviaux. {0} et A sont des ideaux de A. 

4.1.2. L'intersection d'une famille quelconque d'ideaux est encore un ideal. 

4.1.3. Si / : A — > B est un morphisme d'anneaux, et si J est un ideal de B, alors 
/ _1 (J) est un ideal de A. En particulier, Ker (/) est un ideal de A. 

Par contre, si I est un ideal de A, il n'est pas vrai en general que /(/) soit un 
ideal de B (exemple : / = l'inclusion de Z dans Q et I — Z). Cette propriete est 
toutefois vraie si / est surjectif (exercice). 

4.1.4. Ideaux principaux. Si a est un element d'un anneau A, l'ensemble des multiples 
de a dans A, c'est-a-dire des elements de la forme Aa avec A G A, est un ideal de A 
note tout naturellement a A mais aussi (a). C'est le plus petit ideal de A contenant 
a (exercice). 

Un ideal de la forme (a) est dit principal. 

Par exemple, tout ideal de Z est principal : ceci resulte de (1.3.6) et du fait qu'un 
ideal est en particulier un sous-groupe. 

4.1.5. Exercice. Fixons x G R. Soit A = C(R,R) et soit I = {f G A | f(x ) = 0}. 
Alors / est un ideal de A (c'est meme le noyau d'un morphisme d'anneaux de A 
dans R), et n'est pas principal (ce n'est pas tout a fait immediat). 

4.1.6. Exercice. Definissons cette fois / comme ci-dessus, mais dans l'anneau A = 
R[X] (resp. A = C°°(R, R), resp. A = IR R ). Dire dans chaque cas si I est principal. 

4.1.7. Exercice. Montrer que l'ensemble des elements nilpotents (3.2.7) d'un anneau 
A est un ideal de A (utiliser la formule du binome). 

4.2. Ideaux et elements inversibles. 

4.2.1. Un element a d'un anneau A est inversible si et seulement si (a) = A : ceci 
n'est autre que la condition (iii) de 3.1. En consequence, tout ideal de A contenant 
un inversible est egal a A. 

4.2.2. Ideaux d'un corps. II resulte de 4.2.1 ci-dessus que si K est un corps, les seuls 
ideaux de K sont {0} et K puisque tout ideal non nul contient un inversible. 
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4.2.3. Exercice. Montrer la reciproque : si A est un anneau non nul ayant {0} et A 
pour seuls ideaux, alors A est un corps. 

On peut done caracteriser les corps comme les anneaux ayant exactement deux 
ideaux (remarque probablement sans aucun interet). 

4.2.4. Exercice. Deduire de 4.2.2 une "autre" demonstration de 3.10. Ensuite, expli- 
quer les guillemets. 

Comme la notion de sous-groupe engendre par un element, la notion d'ideal 
engendre par un element se generalise : 

Definition 4.3 Soit S une partie d'un anneau A. L'ideal engendre par S (note (S) ) 
est par definition 1 'intersection de tous les ideaux de A contenant S. 

Les enonces qui suivent sont entierement analogues a (1.4.2) et (1.4.4) ; il en est 
de meme de leurs demonstrations, que nous omettons, pour ne pas priver le lecteur 
du plaisir de tester sa comprehension des resultats du paragraphe 1.4 en les faisant 
lui-meme. 

Proposition 4.4 Avec les notations de la definition 4.3, (S) est le plus petit ideal 
de A contenant S. ■ 

Proposition 4.5 Avec les notations de la definition 4.3, un element x de A appar- 
tient a (S) si et seulement si x peut s'ecrire comme combinaison lineaire a coefficients 
dans A d'un nombre fini d'elements de S ; autrement dit, si x peut s'ecrire 



rn 




1=1 



avec m dans N, les Sj dans S et les Aj dans A. 
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5. Anneaux quotients 

5.1. Notation. Si A est un anneau, / un sous-groupe de (A, +), et a et b deux elements 
de A, nous noterons 

a = b (mod I) 

pour "a — 6 G (A l'exception de l'enonce qui suit, nous n'utiliserons cette notation 
que lorsque / est un ideal). 

Proposition 5.2 (et definition) Soient A un anneau, I un sous-groupe de (A, +), 
7r : A — > A// le morphisme de groupes canonique. Les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) / est un ideal de A ; 

(ii) la relation d 'equivalence "a = 6 (mod /)" sur A est compatible avec la mul- 
tiplication : si a = a' (mod I) et b = 6' (mod /), alors a& = a'6' (mod /). 

(iii) il existe sur A/ 1 une structure d'anneau (commutatif unitaire) faisant de n un 
morphisme d'anneaux. 

Si ces conditions sont verifiees, la structure d'anneau de (iii) est unique, et A/I muni 
de cette structure est appele l'anneau quotient de A par I. 

Demonstration. II est trivial que (iii) implique (i) puisque I est le noyau de n, et 
que le noyau d'un morphisme d'anneaux est un ideal. 

Montrons que (i) implique (ii). Supposons done que I est un ideal de A, et soient 
a,a',b,b' G A verifiant a = a' (mod I) et b = b' (mod /). II existe done A et /i 
dans / tels que a' = a + A et b' = b + ji ; multipliant membre a membre, on obtient 
a'b' = ab + aji + b\ + A/i. Du fait que I est un ideal contenant A et /i on deduit que 
a/i + b\ + A/i G /, d'ou a'b' = ab (mod /), cqfd. 

Montrons que (ii) implique (iii). Si (ii) est verifiee, on peut deflnir une "multi- 
plication" dans A/I verifiant n{ab) = 7r(a)7r(6) pour tous a,b G A (l'argument est le 
meme que dans (1.8.4)). Le fait que A/I soit alors un anneau se deduit formellement 
du fait que n est surjectif et respecte addition et multiplication. ■ 

Corollaire 5.3 Soit I une partie d'un anneau A. Les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) / est un ideal de A ; 

(ii) il existe un anneau A' et un morphisme surjectif f : A — > A' tels que I = 
Ker (/) ; 
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(iii) il existe un anneau A' et un morphisme f : A — > A' tels que I = Ker (/). 



Theoreme 5.4 ("propriete universelle de l'anneau quotient"). Soit I un ideal d'un 
anneau A, et soit n : A — > A/ 1 le morphisme canonique. D 'autre part soit f : A — > £? 
un morphisme d'anneaux. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) / se factorise par A/ 1; i.e. il existe un morphisme d'anneaux f : A/I —> B tel 
que f = J on ; 

(ii) /(/) = {0 B } ; 

(iii) I C Ker /. 

Si ces conditions sont verifiees, le morphisme f de (i) est unique ; son image est celle 
de f, et son noyau est (Ker /)//. 

Demonstration. Comme dans le cas des groupes quotients (1.8.6), l'equivalence de 
(ii) et (iii) resulte de la definition du noyau, et l'implication (i)=^(ii) est triviale. 
D'autre part l'assertion d'unicite de / est consequence de la surjectivite de tt, ainsi 
que le fait que son image est celle de /. 

On peut noter de toute fagon que si / existe, c'est le morphisme de groupes 
construit en (1.8.6) de sorte que l'assertion finale sur le noyau de / resulte de loc. cit. 

Supposons maintenant (ii) verifiee, et montrons (i). Appliquant (1.8.6) on voit 
qu'il existe en tout cas un morphisme de groupes additifs f : A/ 1 — > B tel que 
f — f o 7r, et la seule chose a verifier est que c'est un morphisme d'anneaux ; mais 
ceci se deduit formellement des proprietes suivantes : (a) / = / o tt ; (b) / est un 
morphisme ; (c) n est un morphisme surjectif. ■ 

Theoreme 5.5 Soit f : A — > B un morphisme d'anneaux. Alors on a un isomor- 
phisme naturel d'anneaux 

ip : A/Ker f Im /. 
caracterise par la propriete suivante : pour tout a G A, on a 

<p(a + Kerf)=f(a). 

En particulier, si f est surjectif, alors B est isomorphe a A/Ker f. 

Demonstration. On peut repeter, mutatis mutandis, la preuve de (1.8.8) en utilisant 
5.4 au lieu de (1.8.6). 

On peut aussi utiliser (1.8.8) qui implique l'existence d'un morphisme (p de 
groupes ayant la propriete voulue. Le fait que ip respecte la multiplication (et les 
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unites) est une consequence immediate de la formule de l'enonce et du fait que / est 
un morphisme d'anneaux. ■ 

Les enonces du §1.9 ont des analogues pour les anneaux quotients ; contentons- 
nous d'enoncer un analogue de (1.9.3) : 

Proposition 5.6 Soit tt : A — > B un morphisme surjectif d'anneaux, et soit I = 
Ker n. Les applications 

J i — ► tt(J) 
K I — > n-^K) 

sont des bijections reciproques Tune de 1 'autre entre 1 'ensemble des ideaux de B et 
l'ensemble des ideaux de A contenant J. Ces bijections respectent les inclusions et 
les intersections. 

De plus, si J C A et K C B se correspondent par ces bijections, on a un 
isomorphisme canonique d'anneaux 

A/J^B/K. 

Demonstration : exercice. ■ 

5.7. Application : construction de C. Montrons comment la notion d'anneau quotient 
permet de donner un definition tres simple du corps des complexes, a partir du corps 
des reels. 

5.7.1. Supposons d'abord qu'il existe bien un corps C ayant les proprietes habituel- 
les. On a alors un morphisme naturel d'anneaux e : M[X] — > C ("evaluation au 
point i") qui associe a tout polynome P G M[X] le nombre complexe e(P) := P(i)- 
Ce morphisme est surjectif (le nombre complexe a + ib, pour a et b reels, est egal a 
e(a+bX)) et son noyau est l'ideal des polynomes ayant i pour racine, qui est engendre 
(exercice) par X 2 + 1. On deduit done de 5.5 un isomorphisme M[X]/(X 2 + 1) C, 
envoyant la classe de P G R[X] sur P(i). 

5.7.2. Ce qui precede suggere de poser, par definition, 

C := R[X]/(X 2 + 1) 

et de verifier ensuite les proprietes usuelles de C, a savoir (on laisse les details au 
lecteur) : 

(i) C contient une copie de R (e'est-a-dire un sous-anneau isomorphe a R) ; en 
d'autres termes il existe un morphisme injectif de R dans C, grace auquel on 
identifie Raun sous-anneau de C. Ce morphisme est naturellement le compose 
de Finclusion de R dans R[X] et de la surjection canonique de R[X] sur C ; 
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(ii) si Ton designe par i e C la classe du polynome X, alors i 2 = — 1 dans C : en 
effet i 2 + 1 est la classe de X 2 + 1, c'est-a-dire ; 

(iii) {M} est une base de C comme R-espace vectoriel : en effet C est engendre 
comme R-espace vectoriel par les puissances de i (ceci resulte de sa definition 
comme quotient de R[X], et du fait que les puissances de X engendrent R[X]) ; 
la relation i 2 = — 1 permet d'en deduire que C est engendre par {1, i}, et enfin 
1 et % sont lineairement independants sur R, car une relation A + ifi = 
(A, jueR) implique que A + X/i est divisible par X 2 + 1, ce qui n'est possible 
que si A = \i = ; 

(iv) C est un corps : ceci resulte aisement de la formule (a + ib)(a — ib) = a 2 + b 2 , 
consequence formelle de i 2 = — 1. 

5.7.3. Remarque. La construction de C presentee ci-dessus releve de la "methode 
d'adjonction de racines" qui sera generalised plus loin (IV. 7). 

5.8. Application : construction de R. Nous allons montrer maintenant (brievement) 
comment le corps R lui-meme peut etre construit a partir de Q et de notions 
element aires d' analyse. 

Considerons, dans l'anneau Q N des suites (w n ) ng jj de rationnels, le sous-ensemble 
A des suites de Cauchy : on verifie immediatement que c'est un sous-anneau de Q N . 
(Noter que la notion de suite de Cauchy fait classiquement intervenir des "e" reels : 
il est cependant aise de verifier que cette notion ne change pas si l'on se limite aux 
e rationnels, ou meme de la forme 1/n pour n entier). 

L'ensemble des suites de rationnels tendant vers est de plus un ideal de A : 
ceci resulte du fait que toute suite de Cauchy est bornee. Cet ideal sera note J dans 
la suite. 

5.8.1. Supposons construit le corps R. : on a alors une application £ : A — > R qui a 
toute suite de Cauchy (u n ) n( z^ de rationnels associe sa limite dans R. Les theoremes 
classiques sur les limites montrent que £ est un morphisme d'anneaux. De plus £ est 
surjectif puisque tout reel est limite d'une suite de rationnels, et son noyau est J 
par definition de celui-ci. On a done un isomorphisme d'anneaux de A/ J avec R. 

5.8.2. II est done naturel de poser, par definition, 

R = A/ J 

et il s'agit alors de montrer que R ainsi defini possede toutes les proprietes voulues. 
C'est un peu plus complexe, si l'on peut dire, que pour la construction de C faite 
plus haut, et un expose detaille sortirait du cadre du present cours. Le lecteur peut, 
a titre d'exemple, se poser la question suivante : R etant defini comme on vient de 
le faire, comment definir la notion de reel positif ? 
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5.9. Exercice : un corps a 4 elements. Soit K le corps F 2 = Z/2Z, et soit L = 
K[X]/(X 2 + X + 1). Montrer que L est un corps a 4 elements, et ecrire ses tables 
d'addition et de multiplication. (Indication : noter u e L la classe de X, remarquer 
que 1 + uj + u) 2 = et que L = {0, 1, a;, uj + 1}). 
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6. Caracteristique 

6.1. Si A est un anneau, nous savons (1.8) qu'il existe un unique morphisme d'anneaux 
de Z dans A. Notons-le <fA '■ Z — > A ; rappelons que ifA(k) = k,A '■= klA pour tout 

kez. 

Le noyau de ipA est un ideal de Z ; il existe done un unique entier n > tel que 
Ker ip a = nL. Cet entier est un invariant fondamental de A : 

Definition 6.2 Soit A un anneau, et soit if a '■ Z — > A Vunique morphisme d'an- 
neaux de Z dans A. On appelle caracteristique de A, et I 'on note car (A), Vunique 
entier n > tel que Ker </?^ = nZ. 

6.3. Remarques. Dans ce qui suit, A designe un anneau et y?A : Z — > A le morphisme 
d'anneaux de 6.1. 

6.3.1. On prendra garde que si n designe la caracteristique de A, alors n est bien 
un entier naturel et non un element de A. Cet entier a la propriete remarquable 
que nx = Oa pour tout x G A, puisqu'il est immediat que nx = hax (attention ici 
encore : multiplication externe a gauche de l'egalite, interne a droite). 

6.3.2. Image de if a- Par construction, l'image de if a n'est autre que le sous-groupe de 
(A, +) engendre par 1a- Oest aussi le plus petit sous-anneau de A. II est isomorphe, 
en vertu de 5.5, a Z/car (A) Z : cette propriete caracterise l'entier car (A). 

6.3.3. Definition "naive" de la caracteristique. De fagon plus terre-a-terre, car (A) 
peut etre defini comme si if a est injectif, et sinon comme le plus petit entier n > 
tel que uIa = 0, e'est-a-dire tel que l^H V I a = dans A. Ceci resulte de (1.3.6). 

6.3.4. Si A est un sous-anneau (unitaire) d'un anneau B, alors car (B) = car (A). 
Ceci resulte par exemple de l'unicite de ifs '■ si j : A — > _B designe l'inclusion, alors 

et j o sont deux morphismes d'anneaux de Z dans B, done egaux. Done 
Ker ifB = Ker (j o </?a), mais puisque j est injectif on a Ker (j o y?^) = kerifA, cqfd. 

Le meme genre d'argument montre plus generalement que si / : A — > i? est un 
morphisme d'anneaux alors car (B) divise car (A). 

Bien entendu, ces proprietes peuvent aussi (et doivent, 6 lecteur curieux) se 
deduire de 6.3.3. 

6.3.5. Exercice. Deduire des remarques precedentes les equivalences (pour A donne 
et n entier > donne) : 
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1a est d'ordre infini dans (A, +) 
ip a est injectif 
Im ifA est isomorphe a Z 
A contient un sous-anneau isomorphe a Z. 

car (A) = n •<=>- 1a est d'ordre n dans (A, +) 
•<=>- Im ifA est isomorphe a Z/nZ 
-<=>- A contient un sous-anneau isomorphe a Z/nZ. 

6.3.6. Exercices. Trouver la caracteristique de tous les anneaux usuels rencontres 
jusqu'a present, et notamment : de l'anneau nul ; de Z/nZ ; de Q ; de (Z/8Z) x 
(Z/12Z), et plus generalement du produit de deux anneaux, et plus generalement 
du produit d'une famille quelconque d'anneaux, comme par exemple H^Z/nZ ; 
de A 1 oh I est un ensemble quelconque (attention !) ; de C([0, 1],M]). 

6.3.7. Dans toutes les assertions ci-dessus, notre convention voulant que tous les 
morphismes d'anneaux soient unitaires est essentielle. Sans cette convention, par 
exemple, Z/2Z serait (isomorphe a) un sous-anneau de (Z/2Z) x (Z/3Z) et 6.3.4 
serait done en defaut. 



car (A) = 
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7. Caracteristique d'un corps 

Proposition 7.1 Soit A un anneau integre, et soit n sa caracteristique. Alors ou 
bien n = 0, ou bien n est un nombre premier. 

Demonstration. A contient un sous-anneau isomorphe a Z/nZ d'apres 6.3.2. Done 
Z/nZ est integre puisque A Test (2.4.5), done si n n'est pas mil il est premier d'apres 
3.6. ■ 

7.1.1. Exercice. Refaire la demonstration ci-dessus en remplacant les references par 
une preuve directe. 

7.1.2. Remarque. II existe des anneaux integres de caracteristique 0, par exemple Z 
(et meme des corps, par exemple Q). De meme, pour tout p premier, il existe au 
mo ins un anneau integre de caracteristique p, a savoir Z/pZ, qui est meme un corps, 
note classiquement F p . (II en existe evidemment beaucoup d'autres !) 

7.1.3. Exercice. Soient K et L deux corps de caracteristiques differentes. Montrer 
qu'il n'existe aucun morphisme de K dans L. 

Le meme resultat vaut-il pour deux anneaux integres ? (On pourra preciser la 
reponse en discutant selon les caracteristiques). 

7.2. Anneaux de caracteristique p. Dans ce qui suit on fixe un nombre premier p. 

7.2.1. Si A est un anneau de caracteristique p, alors le morphisme naturel ja du corps 
F p dans A permet de munir A d'une structure de ¥ p -espace vectoriel : l'addition est 
celle de A, et pour A G F p et x G A on pose \x = j A (\)x. Autrement dit, si A est 
la classe de l'entier /, alors \x = Ix. (C'est d'ailleurs la seule structure de F p -espace 
vectoriel sur A dont l'addition soit celle de A). 

7.2.2. Si n G Z est un entier non divisible par p, la classe de n dans F p est inversible, 
et par suite la multiplication par n dans A est bijective. Autrement dit, pour tout 
x E Ail existe un unique y G A tel que ny = x. Cet element y est parfois note x/n. 
Cette notation peut etre dangereuse : il y a risque de confusion, par exemple, entre 
le nombre rationnel \ jn et l'element 1a/ n de A (ce dernier est egal a ml a ou m est 
n'importe quel entier tel que mn = 1 (mod p)). 

Exemple : si p = 5 alors on ai/2 = 3a; pour tout x G A. 

7.2.3. Exercice. Si A et B sont deux anneaux de caracteristique p, montrer que tout 
morphisme d'anneaux de A dans B est F p -lineaire (pour les structures d'espaces 
vectoriels defmies ci-dessus). 

7.2.4. Exercice. Si A est un anneau de caracteristique p, montrer que A est fini si 
et seulement si A est de dimension finie comme F p -espace vectoriel, et qu'alors le 
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cardinal de A est une puissance de p. 

Proposition 7.3 (et definition) Soient p un nombre premier et A un anneau de 
caracteristique p. Alors on a, pour tous x,y G A : 

( X + y)P = X P + yP. 

En consequence l'application Fa : A — > A definie par Fa{x) = x p est un endomor- 
phisme d'anneau, appele l'endomorphisme de Frobenius de A. 

Demonstration. La formule du binome (1.11.4) donne immediatement 

et il suffit de montrer que tous les termes de la somme apparaissant a droite sont 
nuls. Comme A est de caracteristique p, on a nz = pour tout z G A et tout entier 
n divisible par p, de sorte que la proposition resulte du lemme 7.3.1 ci-dessous. ■ 

Lemme 7.3.1 Soit p un nombre premier. Alors (?) est divisible par p pour tout 
entier % tel que < i < p. 

Demonstration. On considere l'egalite i\(p — i)!(^) — p\. Le nombre premier p divise 
evidemment p\ done divise i\(p — i)!( p ), qui est produit de (?) et d'entiers < p done 
non divisibles par p. On conclut par le "lemme d'Euclide" (si un nombre premier 
divise un produit, il divise l'un des facteurs). ■ 

7.3.2. Question. Dans la preuve de 7.3.1, ou a servi l'liypothese que p est premier ? 
Et l'liypothese que < i < p ? L'enonce est-il encore vrai sans ces hypotheses ? 

7.3.3. Remarque. Pour une autre demonstration de 7.3.1, voir (1.7.5.2). 

7.3.4. Remarque. Dans la situation de 7.3, on a evidemment Fa(1a) = 1a, d'ou, puis- 
que Fa respecte l'addition, ^(ml^) = ml^ pour tout m G Z. Autrement dit Fa 
induit l'identite sur le sous-anneau (isomorphe a) Z/pZ de A. Prenant en particulier 
pour A le corps F p := Z/pZ, on retrouve le theoreme de Fermat, deja demontre en 
3.7 : pour tout entier m et tout p premier, on a mP = m (mod p). 

7.3.5. Frobenius itere. Bien entendu, si A est un anneau de caracteristique p et % G N, 
alors F\ est encore un endomorphisme de A ; il est donne par F\{x) = x v% pour 
tout x G A. 

7.4. Corps de caracteristique p. Soient p un nombre premier et K un corps de ca- 
racteristique p. 
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7.4.1. Rappelons que K admet un unique sous-anneau isomorphe a F p = Z/pZ, qui 
est meme un sous-corps (et en fait le plus petit sous-corps) de K. 

7.4.2. Frobenius. Comme tout morphisme de corps, l'endomorphisme de Frobenius 
Fk de K est injectif. En d'autres termes, pour tout a G K il existe au plus un y G if 
tel que |/ p = x. Si un tel y existe on peut sans inconvenient le noter a 1//p , voire tfa et 
l'appeler "racine p-ieme de a" (chose extremement dangereuse en temps normal !). 
Noter que si a 1//p et existent on a a l t p + b l l p = (a + fr) 1 ^. 

On voit done, en d'autres termes, que pour tout a G K le polynome X p — a 
admet au pius une racine dans if ; d'ailleurs il suffit de remarquer que si a est une 
telle racine on a a p = a d'ou X p — a = X p — a p = (X — a) p puisque K[X] est encore 
un anneau de caracteristique p. 

7.4.3. Exercice. Si K est un corps fini (done necessairement de caracteristique posi- 
tive), alors Fk est bijectif, done est un automorphisme de K. 

7.5. Corps de caracteristique nulle. Dans ce qui suit, K designe un corps de carac- 
teristique 0. 

7.5.1. Regies de calcul. En plus des regies de calcul valables dans tous les corps, on 
dispose de la division par un entier non nul : si a G K et n G Z*, il existe un unique 
x G K tel que nx = a, a savoir a; = a/n^ (en effet n K ^ puisque n ^ et que 
caxK = 0). 

7.5.2. II est facile de voir que tout corps admet un plus petit sous-corps, a savoir 
l'intersection de tous ses sous-corps. Pour un corps de caracteristique p > 0, nous 
avons vu que ce sous-corps est aussi le plus petit sous-anneau, isomorphe a ¥ p . Mais 
ici, dire que K est de caracteristique equivaut a dire que son plus petit sous-anneau 
est isomorphe a Z, qui n'est pas un corps : la situation est done un peu differente. 
La proposition suivante identifie le plus petit sous-corps de K : 

Proposition 7.6 Soit K un corps. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) K est de caracteristique nulle ; 

(ii) il existe un morphisme de corps de Q dans K. 

De plus, si ces conditions sont verifiees, le morphisme de (ii) est unique et son image 
est le plus petit sous-corps de K. 

Demonstration. II est clair que (ii) implique (i) : si (ii) est verifiee, K admet un 
sous-corps isomorphe a Q done de caracteristique nulle, et est done lui-meme de 
caracteristique nulle. 

Supposons desormais K de caracteristique nulle, et supposons trouve un mor- 
phisme j : Q — * K. La restricition de j a Z est un morphisme d'anneaux, done ne 
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peut etre que le morphisme <£k '■ n l—> n K- En consequence, si r = a/b G Q (avec 
a £ Z et 6 G Z*), l'egalite br = a entraine j(b)j(r) = j(a) done b K j(r) = a K et 
finalement 

j(a/o) = a^/V 

qui a bien un sens pusique or- 7^ vu l'hypothese sur car (if). Ceci montre l'unicite 
de j. 

II reste a voir, pour montrer l'existence de j : 

• que la formule ci-dessus definit bien une application de Q dans K, e'est-a-dire 
que, pour a G Z et b G Z*, a K /b K ne depend que du rationnel a/6 ; 

• que 1' application en question est un morphisme. 

Toutes ces verifications sont triviales, et nous les omettons d'autant plus volon- 
tiers que nous redemontrerons cette propriete au paragraphe suivant (8.10) comme 
consequence d'un resultat plus general. 

Enfin soit Kq l'image de j : e'est un sous-corps de K isomorphe a Q. II s'agit de 
voir que tout sous-corps de K contient Kq. Cela peut se faire de deux fagons : 

(1) Par construction, K est l'ensemble des elements de K de la forme ax/bx 
avec a G Z et b G Z* ; or tout sous-corps de K contient 1 K , done tous les a K (a G Z) 
puisque e'est un sous-groupe additif, done aussi tous les quotients ax/bx puisque 
e'est un sous-corps. 

(2) Soit K' un sous-corps de K : alors K' est de caracteristique nulle done il 
existe un unique morphisme j' : Q — > K' . Composant avec l'inclusion de K' dans 
K on obtient un morphisme de Q dans K qui ne peut etre que j vu l'unicite de 
celui-ci. En particulier Im j = Im j' C K', d'ou la conclusion. ■ 

7.6.1. Remarque. Si K est un corps de caracteristique 0, la proposition 7.6 permet 
d'identifier sans crainte Q a un sous-corps de K ; par exemple, on peut noter a/n 
1' element a/riK considere en 7.5.1. 

En particulier, K a une structure naturelle de Q-espace vectoriel : l'argument 
est le meme qu'en 7.2.1 mais cette fois il ne s'etend pas a tous les anneaux de 
caracteristique 0. 

7.7. Remarque. Les resultats de ce paragraphe permettent notamment de trouver 
tous les corps premiers (cf. 3.11.1) : 

- un corps de caracteristique est premier si et seulement si il est isomorphe a Q ; 

- si p est un nombre premier, un corps de caracteristique p est premier si et seulement 
si il est isomorphe a F p . 
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8. Corps des fractions d'un anneau integre 

On rappelle que si A est un anneau integre, on designe par A* l'ensemble des 
elements reguliers (c'est-a-dire non nuls) de A. 

Definition 8.1 Soit A un anneau integre. On appelle corps des fractions de A tout 
couple (K,i) oil K est un corps et i : A — > K un morphisme d'anneaux, veriGant 
les proprietes suivantes : 

(i) i est injectif ; 

(ii) tout element de K est un quotient d'elements de i(A). 

8.1.1. Remarque. De fagon explicite, la condition (ii) signifie que pour tout x e 
K, il existe a et b dans A tels que i(b) ^ et x = i(a)/i(b). Noter cependant 
qu'a cause de la condition (i), la condition i(b) ^ equivaut simplement a & ^ 0. 
On n'exige evidemment aucune condition d'unicite sur a et b. (Lecteur : pourquoi 
"evidemment" ?) 

8.1.2. Remarque. En pratique, on identifie souvent un element a de A et son image 
i(a) dans K (autrement dit, on ne distingue pas A du sous-anneau de K image de i, 
qui est isomorphe a A par (i)). Cet abus de langage en entraine un autre, consistant 
a appeler corps des fractions de A le corps K lui-meme plutot que le couple (K,i). 

Dans ce paragraphe, consacre a l'existence et a l'unicite du corps des fractions, 
nous eviterons ces abus. 

8.1.3. Exemple. Si A est un corps, alors (A, Id a) est un corps des fractions de A, et 
c'est "essentiellement" le seul : en effet si (K, i) est un corps des fractions de A, la 
condition (ii) implique dans ce cas que i est surjectif, done est un isomorphisme. 

8.1.4. Exemple. Si % designe le morphisme d'inclusion de Z dans Q, le couple (Q,i) 
est un corps des fractions de Z. C'est en fait la definition de Q (voir plus bas). 

8.1.5. Exercice. Soit A un sous-anneau d'un corps L (A est done automatiquement 
integre), et soit K le sous-corps de L engendre par A (cf. 3.14). Montrer que K est 
l'ensemble des elements de L qui sont quotients d'elements de A ; en deduire que si 
i est le morphisme d'inclusion de A dans K, alors (K, i) est un corps des fractions 
de A. 

8.1.6. Exercice. Deduire de 8.1.5 qu'un anneau integre A admet un corps des fractions 
si et seulement si A est isomorphe a un sous-anneau d'un corps. 

La definition suivante nous permettra de formuler commodement l'unicite du 
corps des fractions : 



92 



II.8 



CORPS DES FRACTIONS D'UN ANNEAU INTEGRE 



Definition 8.2 Soient A, B, C trois anneaux et i : A — > B, j : A — > C des mor- 
phismes d'anneaux. On appelle A-morphisme de (B,i) dans (C,j) tout morphisme 
d'anneaux ip : B — > C tel que j = if o %. 

8.2.1. Remarque. II est clair que, pour A donne, le compose de deux A-morphismes 
est un A-morphisme, et que pour i : A — > 5 donne, Ids est un A-morphisme de 
(S, i) dans lui-meme. 

8.2.2. Remarque. On appellera A-isomorphisme de dans (C,j) un A-morphis- 
me qui est un isomorphisme de B dans C ; son inverse est alors automatiquement 
un A-isomorphisme de (C,j) dans (B,i). 

Theoreme 8.3 (existence du corps des fractions) Tout anneau integre admet un 
corps des fractions. 

Theoreme 8.4 (propriete universelle du corps des fractions) Soient A un anneau 
integre et (K, i) un corps des fractions de A. 

D'autre part soient L un corps et j : A — > L un morphisme injectif. 

Alors il existe un unique A-morphisme de (K,i) dans (L,j). 

Theoreme 8.5 (unicite du corps des fractions) Soient A un anneau integre, et 
soient (Ki,ii) et (K 2 ,i2) deux corps des fractions de A. Alors il existe un unique 
A-morphisme 9 : K\ — > K 2 , et 8 est un A-isomorphisme. 

Pour demontrer ces theoremes nous etablirons d'abord (c'est le plus simple et le 
plus "formel") que la propriete universelle (8.4) implique l'unicite (8.5). Ensuite 
(8.7) nous montrerons 8.4, et enfin (8.8) le theoreme d'existence 8.3. Ces trois 
demonstrations sont d'ailleurs largement independantes, et le lecteur peut les abor- 
der dans un autre ordre. 

En pratique, la construction explicite 8.8 ne sert qu'a prouver l'existence du 
corps des fractions, et non a etablir telle ou telle de ses proprietes. En fait, toutes 
les proprietes utiles du corps des fractions peuvent se deduire de la definition ou de 
la propriete universelle. 

8.6. Montrons done 8.5, en supposant 8.4 deja etabli. Avec les notations de 8.5, 
comme {K\, i\) est un corps des fractions de A et que %i est injectif, on peut appliquer 
8.4 en prenant (K,i) = (Ki,ii) et (L,j) = (K 2 ,i2) ce qui montre deja l'existence 
d'un unique A-morphisme 9 de (Ki,ii) dans (K 2 ,i 2 )- Mais on peut aussi appliquer 
8.4 en prenant (K,i) = (K 2 ,i 2 ) et (L,j) = (Ki,ii), d'ou un A-morphisme ip : K 2 — > 
K 1 . Le compose i[> o est alors un A-morphisme de (Ki, i±) dans (Ki, Mais Id^ 
en est un autre, et l'assertion d'unicite de 8.4 (en prenant (K,i) = (L,j) = (Ki,ii)) 
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mo ntre que ip o 9 = Id^. Symetriquement, on voit que 6 o ip — ldx 2 , de sorte que 6 



8.6.1. Remarque. Le raisonnement ci-dessus s'applique chaque fois que Ton a une 
"propriete universelle" , et montre l'unicite, a isomorphisme unique pres, de l'objet 
verifiant cette propriete. Faute d'une definition de ce qu'est une propriete universelle, 
nous ne sommes pas en mesure dans le cadre de ce cours de donner un sens precis 
a cette remarque. Le lecteur peut neanmoins s'essayer a adapter l'argument de 8.5 
a toutes les proprieties universelles rencontrees jusqu'ici (et plus tard). Voici deux 
exemples : 

8.6.2. Exercice. Soit R un anneau. On suppose que pour tout anneau A il existe un 
unique morphisme d'anneaux de R dans A. Montrer qu'il existe un unique isomor- 
phisme d'anneaux de R sur Z. 

8.6.3. Exercice. Soient G un groupe et g un element de G. On suppose que pour tout 
groupe H et tout h G H il existe un unique morphisme de groupes / : G — > H tel 
que f(g) = h. Montrer qu'il existe un unique isomorphisme de groupes de ip : Z — > G 
tel que ip(l) = g. 

8.6.4. Exercice. Soient A un anneau integre, K un corps et i : A — > K un morphisme 
injectif verifiant la propriete universelle 8.4. Montrer que (K,i) est un corps des 
fractions de A. 

On pourra proceder de deux fagons: 

Premiere methode. Soit (K',i') un corps des fractions de A : alors (K,i) verifient la 
meme propriete universelle done sont A-isomorphies. (Cette methode utilise l'existence 
du corps des fractions, et sa propriete universelle.) 

Seconde methode. Voici une preuve plus directe, n'utilisant pas 8.3 ni 8.4. Soit K le 
sous-corps de K engendre par i(A) : alors la propriete universelle de (K,i) implique 
qu'il existe un A-morphisme ip : K —> K , et que ipof — \d K oil / designe l'inclusion 
de K~o dans K. Done tp est un isomorphisme (e'est un morphisme surjectif de corps), 
et d'autre part K est un corps des fractions de A d'apres 8.1.5, d'ou la conclusion. 

8.7. Propriete universelle : demonstration de 8.4. Avec les notations de 8.4, il s'agit 
de trouver un morphisme f : K — > L rendant commutatif le diagramme 



est bien un isomorphisme. 



A 



i 



K 




L 



et de montrer de plus l'unicite de (p. 
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8.7.1. Unicite de tp. Si tp : K — > L est un A-morphisme, on remarque d'abord que 
si a G A et b G A x , on a necessairement ip(i(a)/i(b)) = tp(i(a))/tp(i(b)) = j(a)/j(b) 
puisque tp est un morphisme de corps et que tp o % = j. Comme tout element de K 
est de la forme i(a)/i(b) pour a et b convenables, ceci montre bien l'unicite de tp, 
et suggere (pour la suite) de definir tp{x), pour x = i(a)/i(b) G K, comme egal a 
j(a)/j(b). 

8.7.2. Remarque. L'argument ci-dessus n'utilise pas le fait que L est un corps, ni 
l'injectivite de j. II montre done, plus generalement, que si (K,i) est un corps des 
fractions de A et / : A — > B un morphisme d'anneaux quelconque, il existe au plus 
un A-morphisme de (K,i) dans (B,f). On suggere au lecteur de s'assurer qu'il a 
compris en refaisant la demonstration 8.7.1 dans ce cas plus general. 

8.7.3. Existence de tp. Verifions d'abord que la definition suggeree a la fin de 8.7.1 
a bien un sens. Si x G K, on peut ecrire x = i(a)/i(b) avec a G A et b G A*. 
Comme j est injectif et que L est un corps, j(b) G L x de sorte que j(a)/j(b) G L 
a un sens. II faut encore verifier que j(a)/j(b) ne depend en fait que de l'element 
x = i(a)/i(b) de K. Or, si i(a)/i(b) = i(a')/i(b') alors i(a)i(b') = i(a')i(b), done 
i(ab') = i(a'b), d'ou ab' = a'b puisque % est injectif. Par suite j(a)j(b') = j(a')j(b) 
d>ovLj(a)/j(b)=j(a')/j(b'),cqfd. 

On a done montre qu'il existe une application tp : K — > L telle que l'on ait 
tp(i(a) j i(b)) = j(a)/j(b) pour tous a G A et b G A*. Prenant en particulier 6 = 1, 
on en deduit tout de suite que tp o % = j. 

II ne reste plus qu'a voir que tp est un morphisme : ce sont la calculs de routine 
laisses gracieusement au lecteur. La preuve de 8.4 est achevee. ■ 

8.7.4. Remarque. Ici encore on peut generalises (K,i) designant toujours un corps 
des fractions de A, soit / : A — > B un morphisme d'anneaux ayant la propriete sui- 
vante : pour tout a G A non nul, f(a) est inversible dans B (autrement dit, f(A*) C 
B x ). Alors il existe un A-morphisme de (K,i) dans {B,f) (necessairement unique, 
d'apres 8.7.2). On invite encore le lecteur a faire soigneusement la demonstration, 
et aussi a repondre a la question suivante : la condition f(A*) C B x implique-t-elle 
que / est injectif ? 

8.8. Construction du corps des fractions. Nous allons maintenant prouver 8.3 en 
construisant explicitement, a partir d'un anneau integre A, un corps des fractions 
de A. 

8.8.1. Heuristique. Pour justifier la construction qui va suivre, supposons d'abord 
donne un corps des fractions (K, i) de A. II existe une application tp : A x A* — > K 
definie par tp(a, b) = i(a)/i(b) (en effet, comme b ^ et % est injectif, i(b) n'est pas nul 
done est inversible dans K). La condition (ii) de la definition 8.1 revient a dire que tp 
est surjective. De plus, pour (a, b) et (a', b') G A x A*, l'egalite tp(a, b) = tp(a' , b') est 
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equivalente a i(a)/i(b) = i(a')/i(b') done a i(a)i(b f ) = i(a')i(b), ou encore a ab' = a'b 
puisque % est un morphisme injectif. (Ce calcul a deja ete fait dans 8.7.3). 

Autrement dit, tout element de K peut etre "represente" par un couple (a, b) G 
Ax A*, et deux couples (a, b) et (a',b') representent le meme element de K si et 
seulement si ab' = a'b. De plus, pour a G A, i(a) est represente (entre autres) par le 
couple (a, 1). 

8.8.2. La construction. Ne supposant plus l'existence d'un corps des fractions, con- 
siderons sur l'ensemble produit A x A* la relation binaire ~ definie par : 

(a, b) ~ (a , b') •<=>- ab' = a'b 

(on suppose evidemment que a, a' G A et b, b' G A* ; dans la suite ce genre 
d'hypothese sera toujours implicite). 

II s'agit d'une relation d 'equivalence sur A x A* : en effet la reflexivite et la syme- 
trie sont evidentes, et si Ton a (a, 6) ~ (a',b') et (a', ft') ~ (a",b"), alors la relation 
afe' = a' 6 implique a6'6" = aW qui est egal a a" 66' puisque a'b" = a"b'. Comme 
b' ^ et que A est integre, on peut simplifier par b' la relation ab'b" = a"bb', d'ou 
ab" = a"b, e'est-a-dire (a, b) ~ (a",b"), cqfd. 

8.8.3. Definition de l'ensemble K. On pose par definition 

K := A x A* I ~ 

e'est-a-dire que X est l'ensemble des classes d'equivalence pour la relation ~. 

Pour a E A et b E A* nous noterons [a, 6] G K la classe de (a, 6). 

(Lorsque nous aurons muni K d'une structure de corps et defini i : A — > fT, 
[a, 6] G K sera en fait le quotient i(a)/i(b), comme il se doit d'apres 8.8.1). 

8.8.4. Definition dei. Pour tout a G A on definit i(a) G K par la formule i(a) = [a, 1]. 
Ceci definit une application i : A — > K. 

Nous allons maintenant construire les lois de composition de K. Les verifications 
de routine (i.e. ne necessitant que l'application docile des definitions) seront laissees 
au lecteur : les faire constitue un bon exercice, les lire n'a strictement aucun interet. 

8.8.5. Multiplication dans K. Defmissons d'abord une loi "multiplication" sur l'en- 
semble A x A* par la formule (a, b)(c, d) = (ac,bd). Cette loi est commutative et 
associative, et elle admet comme element neutre (1, 1). D'autre part cette loi "passe 
au quotient" : pour x = [a, b] et y = [c, d] dans K, l'element [ac, bd] de K (la classe 
du produit (a,b)(c,d)) ne depend que de x et y et non des representants (a, b) et 
(c, d). On peut done deflnir une loi de composition "multiplication" sur K veriflant, 
pour tous (a, b) et (c, d) G A x A*, la relation [a, b][c, d] = [ac, bd}. 
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Tout comme la multiplication dans A x A*, cette loi est commutative et as- 
sociative, elle admet comme element neutre Ik '■= = [1,1], et de plus on a 
i(aa') = i(a)i(a') pour tous a, a' e A. 

8.8.6. Addition dans K. On definit de meme une addition sur Ax A* par la formule 
(inspiree evidemment de l'addition des fractions) (a, b) + (c, d) = (ad+bc, bd). Elle est 
commutative et associative, admet (0, 1) pour element neutre, et passe au quotient en 
une loi de composition "addition" sur K (verifiant, done, [a, b] + [c, d] = [ad+bc, bd]). 
Cette derniere herite de la commutativite, de l'associativite et de l'element neutre de 
son ancetre (l'element neutre de l'addition de K est done la classe K := i(0) = [0, 1]) 
et de plus e'est une loi de groupe : on a en effet [a, b] + [—a, b] = [ab—ba, b 2 } = [0, b 2 ] = 
[0, 1]. (Noter que la derniere egalite utilise la relation d'equivalence : l'addition dans 
A x A* n'est pas uen loi de groupe). 

Enfin la multiplication est distributive par rapport a l'addition (dans K, mais 
pas dans A x A*). On a done montre que K est un anneau commutatif unitaire, et 
que i est un morphisme d'anneaux. II est de plus injectif (verification directe sur la 
definition, ou calcul du noyau). 

8.8.7. K est un corps. II est evidemment non nul puisque A est non nul et que i est 
injectif. Dire que [a, b] ^ Ok equivaut a dire que a ^ (verifier !). Dans ce cas, [b, a] 
est bien un inverse de [a, b}. 

8.8.8. Finale. Tout x G K s'ecrit, pour a e A et b e A* convenables, x = [a, b] = 
[a, 1] [1 , 6] = i(a)i(b)~ 1 . On a done bien la propriete (ii) de l'enonce. ■ 

8.9. Exemples. 

8.9.1. Q est par definition le corps des fractions de Z (le lecteur pourra se convaincre 
que la construction ci-dessus ne fait pas appel, meme indirectement, a l'existence 
du corps Q). 

8.9.2. Si k est un corps, le corps des fractions de l'anneau integre k[X] (voir chapitre 
suivant) est par definition le corps des fractions rationnelles en une indeterminee X 
a coefficients dans k ; ce corps est note k(X). 

Enfin on retrouve grace a 8.4 un resultat deja vu en 7.6 : 

Corollaire 8.10 Soit F un corps de caracteristique nulle. Alors il existe un unique 
morphisme de corps de Q dans F. 

Demonstration. Comme car (F) = 0, l'unique morphisme d'anneaux ip F : Z — > F 
est injectif. II suffit alors d'appliquer 8.4 en prenant A — Z, K — Q, i=l'inclusion 
de Z dans Q, et j — ifF- ■ 
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8.10.1. Exercice. Plus generalement, soit A un anneau. Montrer qu'il existe au plus 
un morphisme de Q dans A (utiliser soit 3.11.3 et 3.11.2, soit 8.7.2) et qu'il en existe 
un si et seulement si, pour tout entier n ^ 0, uIa est inversible dans A. (utiliser 
8.7.4, et le cas echeant expliciter le morphisme de Q dans A). S'il en est ainsi, que 
peut-on dire de la caracteristique de A ? 
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1. Divisibility dans les anneaux integres 

Definition 1.1 Soit A un anneau integre, et soient a et b deux elements de A. On 
dit que a divise b (dans A) s'il existe x e A tel que b = ax (autrement dit, si b 
appartient a Videal (a) engendre par a). 
On ecrit "a\b" pour "a divise b" . 

1.1.1. Les expressions "a est un diviseur de 6", "6 est un multiple de a", "6 est 
divisible par a" sont synonymes de "a divise b" . 

Ne pas oublier de preciser l'anneau lorsqu'il peut y avoir un doute. Par exemple 
2 divise 1 dans Q, mais pas dans Z. 

1.2. Proprietes elementaires : 

1.2.1. II est clair que tout element de A divise (sans etre pour autant un "diviseur 
de zero" au sens de (II. 2.1)), et que 1 (et plus generalement tout inversible de A) 
divise tout element de A ; il est clair aussi que la divisibilite est une relation reflexive 
(a divise a) et transitive (si a divise b et b divise c alors a divise c). 

1.2.2. Soient a, b, c G A : si a\b alors ac\bc, et la reciproque est vraie si c ^ 0. 

1.2.3. Pour que a\b il faut et il suflit que (b) C (a) : la relation de divisibilite ne 
depend que des ideaux engendres. 

1.2.4. Si A est un corps, tout element non nul de A divise tout element de A. 

1.2.5. Exercice. Soit U un ouvert de C, connexe et non vide, et soit A l'anneau des 
fonctions holomorphes sur U (cf. (II. 2. 4. 8)). Pour / e A et z G U, notons ord z (/) 
l'ordre de / en z (qui est +oo si / = 0, et est un entier naturel sinon). 
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Pour / et g G A, montrer que f\g dans A si et seulement si Ton a ord z (/) < 
ord z (g) pour tout z G U . 

1.3. Elements associes : on dit que a et 6 G A sont associes dans A si a|6 et 6|a. 
Cette relation equivaut a "il existe x G A x tel que ax = b" (exercice ; on utilise la 
le fait que A est integre). Ceci equivaut aussi a (a) = (6). 

L'association est une relation d' equivalence ; les deux caracterisations ci-dessus 
montrent que l'ensemble quotient de A par cette relation s'identifie d'une part a 
l'ensemble des ideaux principaux de A, et d'autre part a l'ensemble quotient de A 
par Paction de (A x , x) donnee par (X,x) i— > Xx. 

Pour les questions de divisibilite il n'y a pas lieu en general de distinguer entre 
deux elements associes : par exemple, si a et a' sont associes dans et si b G A, alors 
a divise b si et seulement si a' divise b, etc. 

1.3.1. Exemples. Deux elements de Z sont associes si et seulement si ils sont egaux 
ou opposes ; deux elements P et Q de k[X] (ou k est un corps) sont associes si et 
seulement si il existe A G k* tel que Q = XP ; deux elements d'un corps sont associes 
si et seulement si ils sont soit tous deux nuls, soit tous deux non nuls. 

1.3.2. Exercice. Soit A l'anneau de 1.2.5. 

Pour / et g G A, montrer que f et g sont associes dans A si et seulement si l'on 
a ord z (/) = ord z (g) pour tout z G U (autrement dit, si / et g ont les memes zeros, 
avec les memes multiplicities). 
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2. PGCD, PPCM, elements irreductibles 

2.1. Notation. Si a est un element d'un anneau integre A, nous noterons Div (a) 
l'ensemble des diviseurs de a. (Quant a l'ensemble des multiples de a, il n'a pas 
besoin d'une nouvelle notation : c'est l'ideal (a) engendre par a.) 

Definition 2.2 Soient A un anneau integre, (aj) ig / une famille d'elements de A, d 
et m deux elements de A. 

(1) On dit que d est un plus grand commun diviseur (en abrege PGCDj de la famille 
(oj) si Von a 

p| Div (ai) = Div (d). 

(2) On dit que m est un plus petit commun multiple (en abrege PPCM ) de la famille 
(oj) si Von a 

p|(a;) = (to). 

2.3. Remarques. 

2.3.1. Pour montrer que d est un PGCD des aj, il faut verifier deux choses : 

• d est un diviseur commun des a,, c'est-a dire que d\a,i pour tout i e / ; 

• tout diviseur commun des Oj est un diviseur de d. 

"Plus grand" signifie done ici, par abus, "multiple de tous les autres" : il est inutile 
de preciser que, a priori, dire qu'un element d'un anneau est plus grand qu'un autre 
n'a aucun sens. 

(Est-ce vraiment inutile ?) 

2.3.2. Pourquoi dit-on "plus grand commun diviseur" plutot que "plus grand diviseur 
commun" ? Tres bonne question. 

2.3.3. Memes commentaires, mutatis mutandis, pour les PPCM. 

2.3.4. Dans l'expression "un PGCD", Particle indefini est essentiel. II resulte imme- 
diatement de la definition que si d est un PGCD des a i: alors les PGCD des o, sont 
tous les elements de A associes a d. En d'autres termes, le PGCD n'est unique qu'a 
association pres. Idem pour "le" PPCM. 

2.3.5. Mise en garde. On ecrit parfois des identites du genre u d = PGCD (a, 6)" 
ou a, b, d sont les elements d'un anneau A. II s'agit d'un abus d'ecriture qui peut 
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etre dangereux. Par exemple, une autre identite d! = PGCD (a, b) ne permet pas de 
conclure que d = d', mais seulement que d est associe a d! . 

2.3.6. II existe des exemples de families (et meme de couples) d'elements d'un anneau 
integre qui n'ont pas de PGCD (ni de PPCM) ; voir les exercices 2.5.1 et 2.5.2 plus 
bas. 

2.3.7. Exercice. Pour n G N et a±, . . . , a n G A, montrer que est un PPCM des a; si 
et seulement si l'un des a« est nul. 

Cette propriete ne s'etend pas aux families infinies : ainsi, pour A = Z, la famille 
de tous les entiers non nuls admet comme PPCM. 

2.3.8. Exercice. Soient a,a',b G A. On suppose que a = a' (mod b). Montrer que 
tout PGCD de a et b est aussi un PGCD de a' et b. 

Proposition 2.4 Soit A un anneau integre. On suppose que tout couple d'elements 
de A admet un PPCM. Alors : 

(i) toute famille finie d'elements de A admet un PPCM, et Von a la formule 
"d'associativite" 

PPCM (ai, . . . , O = PPCM (ai, PPCM (a 2 , . . . , a n )) 

valable pour tout entier n > 3 et toute suite ( Oil, ... , CL n ) de n elements de A. 
(Bien entendu, l'egalite s'entend a association pres). 

(ii) pour X,a,b G A on a (toujours a association pres) 

PPCM (Aa, A6) = A PPCM (a, b). 

Demonstration. L'assertion (i) resulte d'une recurrence immediate et de l'associati- 
vite de l'intersection (plus precisement de la formule f)™ =1 (cLi) — (ai) H f)™ =2 (ai)). 

Montrons (ii). C'est trivial si A = ; nous supposerons done desormais que A ^ 0. 
Soit m un PPCM de a et b : on a d'abord a\m et b\m done Aa|Am et A6|Am. II reste 
a voir que si c est un multiple commun de Aa et Xb alors Xm\c. Or c est en particulier 
multiple de A de sorte que Ton peut ecrire c = Ac' avec d G A. La relation Xa\c et 
l'hypothese A ^ entrainent que a\d. De meme b\d, done m\d par definition de m, 
et finalement Am divise Xd = c, cqfd. ■ 

Proposition 2.5 Soit A un anneau integre. On suppose que tout couple d'elements 
de A admet un PGCD. Alors : 

(i) toute famille finie d'elements de A admet un PGCD, et l'on a la formule 
"d'associativite" 

PGCD (ai, ...,a n ) = PGCD (ai, PGCD (a 2 , a n )) 
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valable pour tout entier n > 3 et toute suite (ai, . . . , a n ) de n elements de A. 
(Bien entendu, l'egalite s'entend a association pres). 

(ii) pour A, a, 6 G A on a (toujours a association pres) 

PGCD (Aa, Aft) = A PGCD (a, 6). 

Demonstration. Elle est tout analogue a celle de 2.4 et nous la laissons done au 
lecteur, avec toutefois une indication pour la partie (ii) : plutot que de partir d'un 
PGCD de a et b, ce qui serait le reflexe naturel, il faut d'abord considerer un PGCD 
de Aa et A6, montrer qu'il est de la forme Ad avec d G A, et enfin verifier que d est 
bien un PGCD de a et 6. ■ 

2.5.1. Exercice. Soient a et b G A (integre), non nuls et admettant un PPCM note 
m. Montrer que ab/m est un PGCD de a et b. 

(Remarque : le quotient ab/m a un sens dans le corps des fractions de A ; bien 
entendu il faut commencer par montrer qu'il est dans A, i.e. que m divise ab). 

Autrement dit, l'existence d'un PPCM implique celle d'un PGCD (avec de plus le 
relation PGCD(a, 6) PPCM(a, 6) = ab, a association pres). La reciproque est fausse 
comme le montre 1 'exercice suivant : 

2.5.2. Exercice. Soit k un corps, et soit A le sous-ensemble de k[X] forme des poly- 
nomes dans lesquels le coefficient de X est nul. 

Montrer que A est un sous-anneau de k[X], et que pour n G N les diviseurs de X n 
dans A sont les XX 1 avec A G k* et soit % — 0, soit i = n, soit 2 < % < n — 2. 

En deduire que X 2 et X 3 ont 1 comme PGCD mais n'ont pas de PPCM, et que X 5 
et X 6 n'ont ni PGCD, ni PPCM. 

(Pour faire les calculs il est commode de remarquer que, pour P et Q G A non 
nuls, "P divise Q dans A" equivaut a "P divise Q dans k[X] et le quotient Q/P 
appartient ai".) 

2.6. II est clair par definition que deux elements a et b de A (integre) ont un PPCM 
si et seulement si l'ideal (a) fl (6) est principal. 

Pour le PGCD on n'a pas, a priori, de critere aussi simple en termes d'ideaux. On 
a toutefois une condition sufRsante d'existence, fournie par la proposition suivante : 

Proposition 2.7 Soient a et b deux elements d'un anneau integre A. On suppose 
que l'ideal (a, 6) engendre par {a, 6} (cf. II. 4. 3) est principal. Alors, si d est un 
generateur de cet ideal : 

(i) d est un PGCD de a et b ; 

(ii) il existe u et v dans a tels que au + bv = d. 
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Demonstration. La propriete (ii) resulte immediatement du fait que d appartient a 
l'ideal (a, 6), et de la description de cet ideal donnee en (II. 4. 5). 

Montrons (i). D'abord d divise a : en effet a appartient a l'ideal (a, b) = (d). De 
meme d divise b. 

Soit 5 un divise ur commun de a et b : il faut montrer que 5\d. Or on a d = au + bv 
avec u et v dans A : comme 5 divise a et b il divise aussi au + bv, d'ou la conclusion. 

■ 

2.7.1. Exercice. Generaliser 2.7 a une famille quelconque d'elements de A (dans le cas 
d'une famille infinie, on fera attention a la formulation de l'analogue de la condition 

(ii))- 

Definition 2.8 Soit (aj)j e / une famille d'elements d'un anneau integre A. On dit 
que les di sont premiers entre eux si 1 est un PGCD des a,i. 

2.8.1. En d'autres termes, les a« sont premiers entre eux si et seulement si tout 
diviseur commun des ai est inversible (verifiez !). 

2.8.2. II resulte de 2.7 que pour que deux elements a et b soient premiers entre eux, 
il sufHt que l'ideal (a, b) soit egal a A, c'est-a-dire qu'il existe u et v dans A tels que 
ua + vb = 1. 

Cette condition n'est cependant pas necessaire, comme le montre l'exemple sui- 
vant : 

2.8.3. Exemple. Dans l'anneau A = Z[X] des polynomes en une indeterminee X a 
coefficients entiers, les elements 2 et X sont premiers entre eux : en fait les seuls 
diviseurs de 2 sont ±1 et ±2, et les seuls diviseurs de X sont ±1 et ±X, de sorte que 
les seuls diviseurs communs sont 1 et —1. Cependant il n'existe pas de polynomes 
U, V G 7L\X\ tels que 2U + XV = 1 : il est immediat, en effet, que tout polynome 
de la forme 2U + XV a son terme constant pair. 

Noter que ce raisonnement, joint a la proposition 2.7, montre que l'ideal (2,X) 
de Z[X] n'est pas principal. 

2.8.4. Exercice. Soit A l'anneau de 1.2.5 et 1.3.2. Pour / et g e A, montrer que / et 
g sont premiers entre eux si et seulement si / et g n'ont aucun zero commun dans 
U. 

Definition 2.9 Un element a d'un anneau integre A est dit irreductible s'il verifie 
les proprietes suivantes : 

(i) a ^ ; 

(ii) a n 'est pas inversible ; 

(iii) tout diviseur de a est soit inversible, soit associe a a. 
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2.9.1. Remarque. Ne pas oublier les conditions (i) et (ii) de la definition. 

2.9.2. Remarque, (demonstrations laissees en exercice) Si (i) et (ii) sont verifiees, la 
condition (iii) peut se reformuler en disant que pour tout x G A, ou bien a divise x, 
ou bien a et x sont premiers entre eux. 

Si Ton suppose seulement que a ^ alors a est irreductible si et seulement si la 
condition suivante est realisee : pour tous x, y G A tels que a = xy, un et un seul 
des deux elements x et y est inversible, l'autre etant associe a a. 

2.9.3. Remarque. II n'est peut-etre pas inutile de preciser ce qu'est un element 
reductible (c'est-a-dire non irreductible) : a G A est reductible si et seulement si : 

- ou bien a = ; 

- ou bien a est inversible ; 

- ou bien a est produit de deux elements non inversibles de A. 

(On peut remplacer la troisieme condition par "a est produit de deux elements de 
A non associes a a"). 

2.9.4. Remarque. Une demonstration "laissee en exercice" n'est pas pour autant 
facultative. 

2.9.5. Exemple. Un entier n est irreductible dans Z si et seulement si \n\ est premier. 

2.9.6. Exemple. Si A est un corps, il n'existe aucun element irreductible dans A. 

2.9.7. Exercice. Soit A l'anneau de 1.2.5, 1.3.2 et 2.8.4. Montrer qu'un element / de 
A est irreductible si et seulement si / admet dans U un unique zero et si de plus ce 
zero est simple. De fagon equivalente, les irreductibles de A sont, a association pres, 
les fonctions de la forme f(z) = z — a, avec a G U . 

2.9.8. Remarque. Si A est un sous-anneau d'un anneau integre B, un element irreduc- 
tible (resp. reductible) dans A ne le reste pas necessairement dans B. On meditera 
les exemples suivants : 

- 2 est irreductible dans Z mais pas dans Q ; 

- X 2 + 1 est irreductible dans W[X] mais pas dans C[X] ; 

- 2X est reductible dans Z[X] mais pas dans Q[X]. 
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3. Anneaux principaux et euclidiens 

Definition 3.1 Un anneau A est dit principal si A est integre et si tout ideal de A 
est principal. 

3.1.1. Exemples. Tout corps est (trivialement) un anneau principal, les seuls ideaux 
etant engendres respectivement par et 1. 

Z est un anneau principal, comme nous le savons depuis longtemps (1.3.6). 

La definition ci-dessous, jointe a la proposition qui la suit, permet d'obtenir 
d'autres exemples : 

Definition 3.2 

(1) Soit A un anneau integre. On appelle jauge euclidienne sur A toute application 

ip: A — ► N 

avec la propriete suivante ( "division euclidienne" ) : 

Pour tout a E A et tout b E A — {0}, il existe q et r dans A tels que a = bq + r 
et ip(r) < </?(&). 

(2) Un anneau A est dit euclidien si A est integre et s'il existe une jauge euclidienne 
sur A. 

3.2.1. Exercice. Si ip est une jauge euclidienne sur A, montrer que le minimum de 
<p(x) pour x G A est atteint pour x — 0, et seulement pour x — 0. (Appliquer la 
division euclidienne en prenant b G A — {0} tel que ip(b) soit minimal). 

3.2.2. Remarque. Aucune condition d'unicite n'est imposee sur q et r. 

3.2.3. Exemple. Z est euclidien : en effet <p(n) = \n\ definit une jauge euclidienne 
sur Z. On remarquera que meme dans ce cas, il n'y a pas unicite de la division : 
par exemple pour a = 1 et b = 2, le couple (q, r) peut etre pris egal a (0, 1) (c'est la 
division euclidienne standard) mais aussi a (1,-1). 

3.2.4. Exemple. Si k est un corps, l'anneau k[X] est euclidien (voir chapitre IV) : 
en effet, on a une jauge euclidienne f : k[X] — > N definie par (p(P) = si P = et 
cp(P) = 1 + degP si P ^ 0. 

3.2.5. Exercice. Soit A l'anneau des entiers de Gauss, c'est-a-dire le sous-anneau de 
C forme des nombres complexes de la forme x + iy avec x et y entiers. (C'est aussi 
le sous-anneau de C engendre par i, cf. II. 1.10. 3). 

Montrer que ip(z) = \z\ 2 definit une jauge euclidienne sur A. (Indication : pour 
aEAetbEA — {0}, considerer le nombre complexe w = a/b, et montrer qu'il 
existe q G A tel que \w — q\ < 1. On conseille de faire un dessin. . .) 
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3.2.6. Exercice. Soit p une jauge euclidienne sur A. Definissons <p : A — > N par 



(i) Montrer que tp(a) < Tp{ax) pour tous a G A et rr G A*. 

(ii) Montrer que y> est une jauge euclidienne sur A. 

(iii) Soient a et x e A*. Montrer que (p~(a) = Tp(ax) si et seulement si x G A x . 

Indication pour (ii) : pour faire la "^-division euclidienne" de a par b, choisir x G A* 
tel que <p(bx) soit minimum et faire la "(/^-division euclidienne" de a par bx. Indication 
pour (iii) : la partie "si" resulte de (i) ; pour la reciproque, considerer la ^-division 
euclidienne de a par ax. 

L'interet de la notion d'anneau euclidien reside essentiellement dans la proposi- 
tion suivante : 

Proposition 3.3 Soit A un anneau euclidien. Alors A est principal. 

De fagon plus precise, soit tp : A — > N une jauge euclidienne, et soit I un ideal 
non nul de A. Alors si a G / — {0} est tel que ip(a) = min a , g /„{ } <p(x), on a I = (a). 

Demonstration. II suffit de demontrer la derniere assertion : en effet, si J est un 
ideal quelconque de A, ou bien J = {0} et J est engendre par 0, ou bien J ^ {0} et 
l'ensemble des <p(x) pour x G J — {0} admet un plus petit element de sorte que la 
derniere assertion de l'enonce s'applique. 

Soient done / et a comme dans l'enonce. II est clair que (a) C / puisque a G /. 
Montrons que / C (a). Soit done x G / : d'apres 3.2, il existe q et r dans A tels que 
x = aq + r et <p(r) < ip(a) (on utilise ici le fait que a ^ 0). Comme a et x sont dans 
/ il en est de meme de r = x — aq. Si r n'etait pas nul, la propriete ip(r) < tp(a) 
contredirait done le choix de a. Par suite r = et x = aq G (a), cqfd. ■ 



ip(a) 



min ip(ax). 

xeA* 
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4. Divisibility dans les anneaux principaux 

Dans tout ce paragraphe, A designe un anneau principal. 

4.1. Existence des PPCM. Si a et b sont deux elements de A, alors a et b ont un 
PPCM (unique a association pres, comme il se doit) : ceci resulte de 2.6. 

4.2. Existence des PGCD. Si a et b sont deux elements de A, alors a et 6 ont un 
PGCD d, unique a association pres, et de plus il existe u et v dans A tels que 
d = au + bv ("identite de Bezout"). Ceci resulte de 2.7. 

4.3. En particulier les propositions 2.4 et 2.5 s'appliquent a tout anneau principal. 

4.4. Plus generalement, toute famille d'elements de A admet un PGCD et un PPCM. 

4.5. Deux elements a et b de A sont premiers entre eux si et seulement si il existe u 
et v dans A tels que au + bv = 1 : ceci est un cas particulier de 4.2. 

Proposition 4.6 ("lemme de Gauss") Soient a,b,c G A. On suppose que a divise 
be et que a et b sont premiers entre eux. Alors a divise c. 

Demonstration. D'apres 4.5 il existe u et v dans A tels que au + bv = 1. Multipliant 
par c on obtient c = auc + bvc. Comme a divise be le second membre est divisible 
par a, d'ou la conclusion. ■ 

4.6.1. Exercice. Soient a,bi,...b n G A. Montrer que pour que a soit premier avec 
niLi ^' n f au ^ e ^ n su ffit qu'il soit premier avec chacun des 6j. 

En deduire que si a et b e A sont premiers entre eux, il en est de meme de a 2 et 
b 2 (et plus generalement de a m et b n pour m et n entiers > 0). Pouvez-vous deduire 
cette propriete de la definition du PGCD ? 

Corollaire 4.7 ("lemme d'Euclide") Soient p,b,c G A. On suppose que p est irre- 
ductible et divise be. Alors p divise b ou p divise c. 

Demonstration. Si p ne divise pas b alors il est premier avec b (cf. 2.9.2), et l'on 
applique le lemme de Gauss. ■ 

4.7.1. Remarque. On deduit immediatement de 4.7 ou de 4.6.1 la propriete suivante : 
soient a±, . . . , a n des elements de A, et p un irreductible de A. Si p ne divise aucun 
des cii, alors il est premier avec leur produit. 

Corollaire 4.8 Soient a et b G A, premiers entre eux. Alors ab est un PPCM de a 
et b. 
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Demonstration. Soit \i un multiple commun de a et b : alors \i = a/i' avec // G A. 
Comme b divise a/i' et est premier avec a il divise // et done afr divise a// = /x. ■ 

La proposition suivante generalise II. 3. 3 : 

Proposition 4.9 Soient a un element non nul de A. Pour tout x G A notons x 
la classe de x dans A/ (a). Alors, pour tout x G A, les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) x est inversihle dans A /(a) ; 

(ii) x est regulier dans A /(a) ; 

(iii) a et x sont premiers entre eux dans A. 

Demonstration. (i)=^(ii) est trivial. 

Supposons (ii), et soit d un diviseur commun de a et a; dans A. On a done a = da' 
et x = dx' pour a' et x' E A convenables. Done a divise a'x, e'est-a-dire a'x = 
dans A/ (a). Vu l'hypothese (ii), ceci entraine que a' = 0, done a = da' divise a' et 
d est inversible, d'ou (iii). 

Enfin si (iii) est verifiee, il existe u et v dans A tels que ua + vx = 1, d'ou vx — 1 
dans A/ (a), d'ou (i). ■ 

On en tire la generalisation de II. 3. 6 aux anneaux principaux, avec une demons- 
tration entierement analogue : 

Corollaire 4.9.1 Soit a un element non nul de A. Les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) l'anneau A/ '(a) est un corps ; 

(ii) l'anneau A/ '(a) est integre ; 

(iii) a est irreductible. ■ 

4.10. Le lemme chinois. Soient a et 6 deux elements de A. On dispose alors d'un 
morphisme naturel d'anneaux : 



Proposition 4.11 ("lemme chinois") Gardons les notations de 4.10 et notons m 
un PPCM de a et b. On a les proprietes suivantes : 

(1) Ker ip a , b = (m). 

(2) Supposons de plus que a et b soient premiers entre eux dans A. Alors : 



A 
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(i) Ker (p a , b = (ab) ; 

(ii) ifafi est surjectif ; 

(iii) ip a! b induit par passage au quotient un isomorphisme d'anneaux 

A/{ab) A I (a) x A/(b) 

x mod ab i — > (x mod a , i mod 6). 

Demonstration. La definition de (p a ^ b donne immediatement Ker </? a>6 = (a) fl (6), de 
sorte que l'assertion (1) resulte trivialement de la definition du PPCM. La partie (i) 
de (2) s'en deduit compte tenu de 4.8. D'autre part (iii) est consequence de (i) et 
(ii) d'apres (II. 5. 5). 

II reste a prouver (ii) (sans utiliser (iii) !). Cela revient a montrer que, pour at et 
j3 G A quelconques, il existe x G A tel que Ton ait simultanement 

f x = a (mod a) , . . , 

{ a i A i{ (4.11.1) 

yx = p (mod b). 

Or on sait qu'il existe u et v dans A tels que ua + vb = 1. On a done 

J ua = (mod a) j vb = 1 (mod a) 
|^ tta = 1 (mod 6) |?;6e0 (mod 6). 

de sorte que xo = uaf3 + ffea est bien solution de (4.11.1). ■ 

4.11.1. Remarque. II resulte de (2)(i) (ou (iii)) que l'ensemble des solutions de (4.11.1) 
est x Q + abA. 

4.11.2. Remarque. La demonstration ci-dessus fournit une methode effective de reso- 
lution d'un systeme de congruences tel que (4.11.1), une fois trouves u et v verifiant 
ua + vb = 1. 
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5. Decomposition en irreductibles 

Nous allons dans ce paragraphe generaliser aux anneaux principaux la propriete 
bien connue de decomposition des nombres entiers en facteurs premiers. Pour for- 
muler commodement l'unicite de cette decomposition, nous aurons besoin d'une 
definition : 

Definition 5.1 Soit A un anneau integre. Un systeme representatif d'irreductibles 
(en abrege SRI) de A est une partie E de A verifiant les proprietes suivantes : 

(i) les elements de E sont irreductibles et deux a deux non associes (ou, ce qui 
revient au meme, deux a deux premiers entre eux) ; 

(ii) tout element irreductible de A est associe a un element de E (qui est unique, 
d'apres (i)). 

5.1.1. Exemple. Dans Z, l'ensemble des nombres premiers (c'est-a-dire des irreduc- 
tibles positifs) est un SRI. L'ensemble de leurs opposes en est un autre. 

5.1.2. Exemple. Soit k un corps et soit A = k[X\. L'ensemble des polynomes P G A 
qui sont irreductibles et unitaires (c'est-a-dire dont le coefficient dominant est egal 
a 1, cf. chapitre IV) est un SRI de A. 

5.1.3. Exemple. Si A est un corps, l'ensemble vide est l'unique SRI de A. 

5.1.4. Remarque. II est clair que si £ est un SRI, on en obtient un autre en multipliant 
chaque element de S par un inversible arbitraire. En fait tous les SRI sont de cette 
forme : de fagon precise (exercice) si S et £' sont deux SRI de A il existe une unique 
bijection / : E — > E' telle que, pour tout p G E, f(p) soit associe a p. 

5.1.5. Remarque. On peut montrer (a l'aide de l'axiome du choix) que tout anneau 
integre admet un SRI. 

5.1.6. Exercice. Peut-il arriver que A admette un SRI et un seul ? Peut-il arriver 
que l'ensemble des irreductibles de A soit un SRI ? 

Theoreme 5.2 Solent A un anneau principal, et soit E un SRI de A. Alors tout 
element x non nul de A peut s'ecrire de fagon unique sous la forme 

x = uY[p ep (5.2.1) 

pes 

oil u G A x et ou les e p sont des entiers naturels presque tous nuls (i.e. nuls sauf un 
nombre fini). 
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5.3. Avez-vous compris l'enonce ? Pour tout nombre premier p, posons p = 2 si p = 2 
et p = (— l) 21 ^ - ^ sinon. Quels sont les nombres premiers p tels que p = p ? Montrer 
que l'ensemble E des entiers de la forme p est un SRI de Z. Lorsque l'on ecrit la 
decomposition (5.2.1) avec A = Z, E comme on vient de le definir, et x = —12870, 
quelle est la valeur de u ? 

5.4. Demonstration de 5.2 : unicite. Soit x G A*, suppose decompose comme en 
(5.2.1). Pour montrer l'unicite de la decomposition, il suffit de voir que pour chaque 
p G E, l'exposant e p est determine par x et p (en effet -u se deduit de x, des e p et de 
la formule 5.2.1). Or on a plus precisement : 

Lemme 5.4.1 Soit x G A decompose comme en (5.2.1), et soit p G E. Alors on a 

e p = max{i G N | p % divise x}. 

Demonstration. On a la formule x = p ep y avec y = uY[ qe ^-{ P } < f q - ^ es ^ done clair 
que p £p divise x et il reste a voir que si i > e p alors p l ne divise pas x. Or si p l \x 
on trouve en simplifiant p l ~ Cp \y et en particulier p\y. Mais ceci contredit le lemme 
d'Euclide, ou plutot sa variante 4.7.1, puisque y est produit d'elements non divisibles 
par p (on utilise ici le fait que E est un SRI). ■ 

5.5. Demonstration de 5.2 : existence. Elle repose sur le lemme suivant : 

Lemme 5.5.1 Soit A un anneau principal, et soit T une partie non vide de A. Alors 
il existe un element t de T qui est "minimal" au sens suivant : pour tout y G T, si 
y\t alors y est associe at. ■ 

Nous admettrons ce lemme dans le cas general (sa demonstration utilise l'axiome 
du choix, bien que ce fait soit escamote dans certains ouvrages). Dans les cas les 
plus utiles cependant, la demonstration est un exercice tres facile : 

- si A = Z, considerer un element de T de valeur absolue minimale ; 

- si A = k[X], ou k est un corps, considerer un element de T de degre minimal. 

5.5.2. Exercice. Montrer plus generalement 5.5.1 lorsque A est euclidien. (Indication : 
choisir une "bonne" jauge euclidienne f en utilisant 3.2.6, et prendre un element t 
de T qui minimise ip.) 

5.5.3. Remarque. Une formulation equivalente du lemme 5.5.1 est la suivante : dans 
un anneau principal, toute famille non vide d'ideaux admet un element maximal 
(pour l'inclusion). 

5.5.4. Revenant a 5.2, considerons l'ensemble D des elements non nuls de A qui ad- 
mettent une decomposition (5.2.1). II s'agit de montrer que D = A*. Commengons 
par remarquer que D a les proprietes suivantes : 
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• A x C D : en effet tout inversible admet une decomposition du type (5.2.1), 
ou tous les e p sont nuls ; 

• E C D : en effet, tout element p de S admet une decomposition (5.2.1) avec 
u — 1, e Po = 1 et e p = pour tout p ^ p . 

• D est stable par multiplication (immediat) ; 

• tout element irreductible de A appartient a D : ceci resulte des proprietes 
precedentes puisque tout irreductible est produit d'un inversible par un element 
de S. 

Soit alors T le complementaire de D dans A* ; il s'agit de voir que T est vide. 
Raisonnons par l'absurde : si T n'est pas vide soit t G T comme dans le lemme 
5.5.1. Alors t 7^ et, d'apres les proprietes de D enoncees precedemment, t n'est 
ni inversible, ni irreductible, et il existe done y et z G A, non associes a t, tels que 
t = yz (ceci resulte de la definition d'un irreductible). Vu le choix "minimal" de t, 
on a done y G" T et z G" T. Done y et z appartiennent a D et il en est done de meme 
de leur produit t, contradiction. ■ 
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6. Decomposition en irreductibles : 
proprieties et applications 

Dans tout ce paragraphe, A designe un anneau principal. 

Definition 6.1 Soit p un element irreductible de A. Pour tout x E A, on pose 

v p (x) = sup{i G N | p l divise x} E N U {+00}. 

L'application v p : A — > N U {+00} est appelee la valuation associee a p. 

Dans cette definition, il faut comprendre +00 comme un symbole arbitraire 
(n'importe quel objet mathematique fait 1' affaire pourvu que ce ne soit pas un nom- 
bre), la relation d'ordre et l'addition sur N etant etendues a l'ensemble N U {+00} 
par les regies habituelles, a savoir : +00 > n pour n G N ; +00 + x = +00 pour 
xGNU {+00}. 

6.2. Proprietes de la valuation. 

6.2.1. Si p et p' sont deux irreductibles associes, alors v p = v p > : en effet, pour i EN, 
la condition u p l \x n est equivalente a u (p') l \x" . En d'autres termes, la valuation v p 
ne depend que de l'ideal (p). 

6.2.2. On a v p (0) = +00 ; v p {p) = 1 ; v p (x) = si et seulement si x n'est pas divisible 
par p. 

6.2.3. Lien avec la decomposition. II est fourni par le lemme 5.4.1 : si E est un 
SRI de A et si x E A*, alors, pour tout p E S, v p (x) est Vexposant de p dans la 
decomposition de x associee a S. 

En particulier (ce qui n'etait pas evident a priori), v p (x) est fini pour tout x E A*. 
Cette propriete resulte done du theoreme de decomposition ; en fait e'est un bon 
exercice de la deduire directement du lemme 5.5.1 (indication : si x E A est divisible 
par p % pour tout i E N, poser x = p l Xi et appliquer 5.5.1 a l'ensemble des Xj). 

6.2.4. De meme l'existence de la decomposition implique que, pour x 7^ 0, l'ensemble 
des p E £ tels que p\x est fini, et aussi que tout element non inversible de A est 
divisible par au moins un irreductible. 

6.2.5. Une consequence de ce qui precede est qu'un anneau principal qui n'est pas 
un corps admet au moins un irreductible ; curieusement, cette propriete n'etait 
nullement evidente a priori, et je doute que Ton puisse la demontrer sans l'axiome 
du choix. 

Les proprietes qui suivent se deduisent soit du theoreme de decomposition, soit 
directement de la definition de v v : 
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6.2.6. Pour tous x et y G A, et pour tout p G A irreductible, on a (avec les conventions 
evidentes si l'un des termes est infini) 

(i) v p (xy) = v p (x) + v p (y) 

(ii) v p (x + y) > mm{v p (x),Vp(y)} 

(iii) w p (PGCD (x,y)) = mm{v p (x) , v p (y)} 

(iv) Vp(PPCM(x,y)) = max{v p (x),Vp(y)} 

(v) x\y <^ pour tout q G A irreductible, v q (x) < v q (y). 

et de plus, dans la seconde formule, l'egalite a lieu si (mais pas seulement si) v p (x) ^ 
v P (y). 

6.2.7. On deduit des formules (i), (iii) et (iv) ci-dessus la relation 

PGCD (x,y) PPCM (x,y) = xy 

(ici encore, elle s'entend a association pres), dont 4.8 est un cas particulier. 

Cette relation peut s'obtenir autrement (cf. 2.5.1), mais les proprietes 6.2.6 la 
rendent particulierement facile a demontrer. 

6.3. Exercice. Un element non nul a de A est dit sans facteur carve si v p (a) < 1 pour 
tout p irreductible dans A. Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) a est sans facteur carre ; 

(ii) l'anneau A/ (a) est isomorphe a un produit de corps ; 

(iii) l'anneau A/ (a) est reduit, c'est-a-dire ne contient aucun element nilpotent non 
nul. 

(Indication : utiliser 5.2 et le lemme chinois). 

6.4. Exercice. Essayer de redemontrer les resultats du paragraphe 4, jusqu'a 4.8 
inclus, en utilisant uniquement la decomposition en irreductibles. 

(Si certains de ces resultats resistent, voici une indication : le theoreme de decom- 
position 5.2 est valable dans certains anneaux non principaux, comme par exemple 
Z[X].) 
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7. Le cas de Z : nombres premiers 

Ce paragraphe est consacre a quelques proprieties de l'ensemble des nombres 
premiers (c'est-a-dire des irreductibles positifs de Z). 

Theoreme 7.1 (Euclide) L'ensemble des nombres premiers est inflni. 

Demonstration. (Vous la connaissez, bien sur). II suffit de trouver, pour tout en- 
semble fini S de nombres premiers, un nombre premier qui n'appartient pas a S. 
Or considerons l'entier N — 1 + HpesP- Alors N > 1 (pourquoi ?) done iV a un 
diviseur premier q (pourquoi ?) lequel ne peut appartenir a S (pourquoi ?), cqfd 



7.2. Voici quelques exercices sur le meme theme : 

7.2.1. Pour tout entier naturel m (avec une petite restriction que Von precisera), 
montrer qu'il existe une infinite de nombres premiers p qui ne sont pas congrus a 1 
modulo m (Indication : si S est un ensemble fini de nombres premiers, considerer 
les diviseurs premiers de N = — 1 + mYlpesP)- 

7.2.2. Montrer qu'il existe une infinite de nombres premiers p tels que p = — 1 
(mod 6). 

7.2.3. Montrer qu'il existe une infinite de nombres premiers p tels que p = — 1 
(mod 4). 

7.2.4. Montrer qu'il existe une infinite de nombres premiers p congrus a 1 modulo 4. 
(Indication : si S est un ensemble fini de nombres premiers, considerer les diviseurs 

premiers de iV = 1 + (rLes-P) e ^ utiliser II. 3. 9). 



7.2.5. Soient n et d deux entiers. On suppose qu'il existe une infinite de nombres 
premiers p congrus a d modulo n. Montrer que d et n sont premiers entre eux. 

7.2.6. Remarque. On peut montrer (theoreme de Dirichlet, ou "theoreme de la pro- 
gression arithmetique" ) que la reciproque de 7.2.5 est vraie : si n et d sont deux 
entiers premiers entre eux, il existe une infinite de nombres premiers, de la forme 
an + d avec a e Z. Les exercices 7.2.1 a 7.2.4 sont naturellement des cas particuliers 
de ce theoreme. En voici un autre qui sera generalise plus tard au cas d'un entier I 
non necessairement premier, cf. IV. 9. 9. 8) : 

7.2.7. Soit I un nombre premier. Pour tout anneau A, on considere le polynome 
$^4 = Y^jZo-^ 1 e ( on anticipe sur la definition des polynomes a coefficients 
dans un anneau, pour laquelle on renvoie au debut du chapitre IV). On remarquera 



(sur ?). 




que (X - 1)$ A = X l -l. 
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(i) Soit k un corps de caracteristique differente de /. Montrer que les racines de 
$ fc dans k sont les elements d'ordre / du groupe k x . Que se passe-t-il en ca- 
racteristique I ? 

(ii) Soit iV un entier, et soit p un diviseur premier de 3>z(iV). Montrer que p ne 
divise pas N, et que $f p a une racine dans F p . En particulier, si N est divisible 
par /, deduire de (i) que p = 1 (mod I). 

(iii) Montrer qu'il existe une infinite de nombres premiers congrus a 1 modulo I. 

7.3. Exercice. Si (p n ) n >i designe la suite des nombres premiers, montrer que la serie 
de terme general l/p n est divergente. 

Indications : si Log designe le logarithme neperien, il suffit de voir, compte tenu 
de l'equivalence l/p n ~ — Log(l — l/p n ), que le produit infini n^-i(l ~~ 
diverge. Si Ton ecrit (1 — l/p n ) _1 = Ylh=oPn k e ^ Q ue l' on developpe le produit, on 
trouve une serie dont les termes sont les inverses de tous les produits finis de la 
forme p^ ■ ■ -p^, c'est-a-dire les inverses de tous les entiers naturels. Conclure par 
la divergence de la serie harmonique. 

II va sans dire (?) que les arguments ci-dessus doivent etre soigneusement justifies 
pour pretendre au statut de demonstration. De plus, convenablement formules (c'est- 
a-dire en considerant uniquement des sommes et des produits finis), ils sont valables 
sans supposer l'existence d'une infinite de nombres premiers, et donnent done une 
autre demonstration de 7.1 (et bien plus : on voit par exemple qu'en un sens precis, 
les nombres premiers sont bien moins rares que les carres). 

7.3.1. Remarque. Demontrer 7.1 par la metliode de 7.3 peut paraitre bizarrement 
artificiel. C'est pourtant par des methodes analytiques de ce genre que Diriclilet a 
prouve le theoreme de la progression aritlimetique (7.2.6), et non par des arguments 
du type de ceux de 7.2.1. 

7.3.2. Remarque. C'est aussi par des methodes analytiques que Hadamard et de la 
Vallee Poussin ont demontre (independamment) le celebre "theoreme des nombres 
premiers" : si, pour tout reel x, on designe par ir(x) le nombre de nombres premiers 
< x, alors ir(x) est equivalent a x/Logx quand x tend vers +oo. (On en deduit 
facilement que p n ~ nLogn quand n — > +oo, avec la notation de 7.3). 
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8. Application : structure du corps des fractions 
d'un anneau principal 

Dans tout ce paragraphe on designe par A un anneau principal, par K son corps 
des fractions, et par E un SRI (cf. 5.1) de A. Commengons par un enonce qui n'utilise 
pas S : 

Proposition 8.1 Soit x un element de K : alors il existe a G A et b G A* premiers 
entre eux et tels que x = a/b. 

De plus cette ecriture est "presque unique" au sens suivant : si a' G A et b' G A* 
sont premiers entre eux et verifient encore x = a' jb' , alors il existe u G A x tel que 
a' = ua et b' = ub. 

Demonstration. Soient a G A et (3 G A* tels que x = a/ (3, et soit d un PGCD 
de a et (3 : on peut alors ecrire a = da et (3 = db avec a G A et b G A*, et il 
resulte de 2.5(ii) que d = <iPGCD(a,6) done que a et b sont premiers entre eux, 
d'ou l'assertion puisqu'il est clair que a/b = a/ [3 = x. (On a utilise uniquement 
l'existence des PGCD dans A). 

Montrons l'assertion d'unicite : de l'egalite a/b = a 1 jb 1 on deduit ab' = ba' done 
b divise b' et b' divise b vu les hypotheses et le lemme de Gauss, done b et b' sont 
associes. La fin de l'argument est laissee au lecteur. ■ 

L'enonce ci-dessus est deja tres utile (et bien connu pour A = Z, j'espere). Si Ton 
utilise la decomposition en irreductibles on obtient un resultat bien plus precis : 

Theoreme 8.2 Tout element x non nul de K peut s'ecrire de fagon unique sous la 
forme 

x = uY[p ep (8.2.1) 

pes 

oil u G A x et oil les e p sont des entiers relatifs presque tous nuls. 

Demonstration. L'existence resulte de 5.2 et du fait que tout element de K est 
quotient de deux elements de A. 

Montrons l'unicite : pour x G K* donne, ecrivons x = a/b comme dans la 
proposition 8.1, et considerons d'autre part une ecriture du type (8.2.1). Alors on a 
aussi x = ua' /b' ou a' (resp. b') est le produit des p £p pour e p > (resp. des p~ £p pour 
e p < 0). II est clair que ua' et b' n'ont aucun diviseur irreductible commun done sont 
premiers entre eux. II resulte done de l'assertion d'unicite de 8.1 que a' (resp. b') est 
associe a a (resp. a b), d'ou l'unicite des exposants e p (on a necessairement e p = v p (a) 
si p | a, et e p = —v p (b) sinon). L'unicite de u en resulte trivialement. ■ 
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1. Definition et premieres proprietes 

1.1. Intuitivement, un polynome (en une indeterminee) est une "expression" de la 
forme 

P(X) =a + ai X + --- + a n X n 

ou les cij sont des "constantes" appelees coefficients de P, et ou X est 1' "indeter- 
minee" . Celle-ci est appelee parfois "variable" , terme qu'il vaut mieux eviter car il 
suggere qu'un polynome n'est qu'une fonction particuliere. Or le "mode d'emploi" 
des polynomes veut notamment que deux polynomes soient egaux si et settlement si 
ils ont les memes coefficients (a condition d'oublier les coefficients nuls, par exemple 
a + bX = a + bX + OX 2 ), et non s'ils definissent la meme fonction (voir plus loin). 

La "bonne" definition d'un polynome est done la suivante (qui precise aussi ce 
que sont les coefficients) : 

Definition 1.2 Soit A un anneau commutatif unitaire. Un polynome (en une inde- 
terminee X , a coefficients dans A), est une suite infinie, indexee par N 

P = (a ,ai, . . . ,a n , . . .) 

d 'elements de A presque tous nuls (i.e. nuls a partir d'un certain rang, dependant 
de P). L 'ensemble de tous ces polynomes est note A[X]. 

Si P est comme ci-dessus et si Q = (b , b±, . . . , b n , . . .) G ^4[X], leur somme est 
le polynome P + Q = (a + b , a x + b±, . . . , a n + b n , . . .), et leur produit est le po- 
lynome P x Q = PQ = (co, ci, . . . , c n , . . .) oil les coefficients c n sont definis par 

C-n n O'jbn—i- 

1.3. Remarques. 

1.3.1. Dans la definition ci-dessus, il faut naturellement verifier que P + Q et PQ 



119 



POLYNOMES 



sont bien des polynomes, c'est-a-dire que leurs coefficients sont presque tous nuls. 

1.3.2. L'indeterminee X n'apparait pas dans la definition : nous allons voir ci-dessous 
ce qu'elle est. 

1.3.3. Si l'anneau A est nul — et seulement dans ce cas — il en est de meme de 
A[X\. 

1.3.4. Si l'on reprend la definition de A[X] lorsque A n'est plus necessairement 
commutatif, on obtient encore un anneau (non necessairement commutatif) ; il a 
cependant de bien moins bonnes proprieties que dans le cas commutatif, comme 
nous le verrons plus loin a propos des fonctions polynomes. 

Proposition 1.4 

(i) (A[X],+, x) est un anneau commutatif unitaire. 

(ii) L'application a i— > (a, 0, 0, . . . , 0, . . .) est un morphisme injectif de A dans A[X] 
(grace a quoi on identifiera toujours Aaun sous-anneau de ^4[-X], le polynome 
"constant" (a, 0, 0, . . . , 0, . . .) etant simplement note a). 

(iii) Si l'on pose 

•V: (0.1.0 0....) 

alors pour toute suite Rnie ( ) d'elements de A on a dans A[X] 

Videntite 

n 

^ diX 1 = (a , ai, . . . , a„, 0, . . . , 0, . . .). 

La demonstration, laissee au lecteur, consiste en des verifications de routine a partir 
des definitions, dont la moins immediate est l'associativite de la multiplication. Pour 
la derniere formule, on pourra traiter d'abord le cas ou un seul des (au plus) est 
non nul. ■ 

1.5. Remarques. 

1.5.1. L'indeterminee X est done definie comme un polynome particulier. II est 
parfois necessaire de lui donner un autre nom ; on convient dans ce cas de changer 
aussi le nom de l'anneau des polynomes, par exemple de noter celui-ci A[Y] si l'in- 
determinee est baptisee Y. 

1.5.2. L'element unite de A[X] est le polynome (1,0,0,...) : cette assertion fait 
partie de 1.4(ii) puisque les morphismes doivent respecter l'element unite. 

1.5.3. Dorenavant nous ne designerons plus un polynome par une notation telle 
que (ao, ai, . . . , a n , 0, . . . , 0, . . .) mais par les notations traditionnelles Yli=o ai ^ % ou 
a + diX + • • • + a n X n , legitimees par (iii). 
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Definition 1.6 Soit P = J27=o a i Xi € A [ x \- 0n deGnit le degre de P, note degP, 
par: 

deK P=f-° siP = 0; 

8 \max {i G N | <n + 0} si P ^ 0. 

Si P et si degP = d, ad est appele le coefficient dominant de P, et ddX d son 
terme dominant. On dit que P est unitaire si son coefficient dominant est egal a 1. 

Ici — oo est un symbole arbitraire, et Ton etend a N U {— oo} la relation d'ordre 
et les operations usuelles de N par les regies suivantes : — oo < n pour n G N ; 
— oo + x = — oo pour x G N U {— oo} ; — oo x n = — oo pour n G N non nul ; 
-oo x = 0. 

Avec ces conventions, il est immediat par exemple que l'on a 

deg(P + Q) < max (deg P, deg Q) 

pour tous P, Q dans A[X] (et que Ton a egalite sauf si les termes dominants de P 
et Q existent et sont opposes). Pour les produits, tout vient du lemme suivant, dont 
la preuve est laissee au lecteur : 

Lemme 1.7 Soient P et Q G et m, n deux entiers naturels. On suppose que 

P = a m X m + (termes de degre < m) et que Q = b n X n + (termes de degre < n). 
Alors PQ = a m b n X m+n + (termes de degre < m + n). ■ 

Corollaire 1.8 Soient P et Q G A[X\. Alors 

deg(PQ) <deg(P) + deg(Q). 

Si l'on suppose de plus que P n'est pas nul et que son coefficient dominant est 
regulier dans A, alors on a deg(PQ) < deg(P) + deg(Q), et P est regulier dans 

A[X}- 

Demonstration. La premiere assertion (et meme l'egalite !) est triviale si P ou Q est 
nul, et sinon elle resulte de 1.7 en prenant pour met w les degres respectifs de P et 
Q. II en va de meme de la seconde assertion : en effet a m est regulier et b n ^ done 
d m b n 7^ 0. La derniere assertion en est une consequence. ■ 

Corollaire 1.9 On suppose que A est integre. Alors : 

(i) Pour P,Q G A[X] on a deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). 

(ii) A[X] est integre. 

(iii) A[X] X = A x . 
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Demonstration. L'assertion (i) est triviale si P ou Q est nul ; sinon elle resulte du 
corollaire 1.8. 

L'assertion (ii) resulte de la seconde assertion de 1.8. 

Montrons (iii). II est clair que A x C A[X] X . Reciproquement, soit P G A[X] X 
et soit Q son inverse. Alors d'apres (i) on a degP + degQ = degl = ce qui n'est 
possible que si deg P = deg Q = 0, c'est-a-dire si P et Q appartiennent a A. Comme 
PQ = 1, on a done bien P G A x , cqfd. ■ 

1.9.1. Remarque. L'assertion (i) est en defaut si A n'est pas integre. En effet, si a et 
b sont deux elements non nuls de A verifiant ab = 0, alors deg(a) + deg(6) = alors 
que deg(afr) = — oo. (Le lecteur trouvant que cet exemple repose sur la convention 
degO = — oo et n'est done pas convaincant pourra en trouver d'autres). 

1.9.2. Donnons aussi un contre-exemple a (iii) pour A non integre. Supposons qu'il 
existe a ^ dans A tel que a 2 = (exemple : A = Z/4Z, a = 2). Alors le 
polynome 1 + aX n'est pas constant puisque a ^ 0, et il est inversible puisque 
(l + aX)(l-aX) = 1. 

1.9.3. Exercice. Generaliser la remarque precedente en montrant que si P est un 
polynome dont le terme constant est inversible et dont tous les autres coefficients 
sont nilpotents (cf. II.3.2.7), alors P G A[X] X . 

La proposition suivante sera surtout utilisee lorsque A est un corps, cas (en 
principe) deja connu du lecteur : 

Proposition 1.10 Soient F et G G A[X\. On suppose que G ^ et que le coeffi- 
cient dominant de G est inversible dans A. Alors il existe Q et R G A[X] uniques 
tels que F = GQ + R et deg R < deg G. 

Demonstration. Notons UdX d le terme dominant de G (de sorte que Ud G A x ). 

Montrons d'abord l'unicite. Si Ton a F = GQ + R = GQ' + R! avec degi? < d 
et degi?' < d, alors = G(Q - Q') + (R - R ). Appliquant 1.8, on a done d > 
deg(R' - R) = degG + deg(Q - Q') = d + deg(Q - Q') d'ou deg(Q - Q') < 0, ce 
qui n'est possible que si Q = Q', condition qui entraine immediatement R = R'. 

L'existence est immediate si degF < d (prendre Q — et R — F). Sinon, notons 
a n X n le terme dominant de F (avec n > d). Alors le polynome F — aJf d 1 X n ^ d G 
est de degre < n, d'ou le resultat par recurrence sur n (et une methode de calcul de 
Q et R). ■ 

1.11. Fonctions polynomes. Si P = YH=o a iX l G A [X], et si x G A, on definit 
P(x) G A par la formule P(x) = Y17=o a i- x% '■ O n verifie sans peine que, pour P, 
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Q G A[X] et x G A, on a dans A les egalites 



(PQ)(x) 



p(x) + g(x) 
p(x)g(x). 



(1.11.1) 



(noter que la seconde formule "explique" la definition du produit dans et 
qu'elle utilise la commutativite de A). 

L'application x i— > P(x) de A dans A que nous venons de definir est la fonction 
polyndme associee a P ; notons-la P : A — > A. Si Ton note A A l'ensemble de toutes 
les applications de A dans A, on a ainsi defini une application P i— > P : A[X] — > 
Les formules 1.11.1 montrent que cette application est un morphisme d'anneaux, 
lorsque l'on munit A A de sa structure naturelle d'anneau (oil les fonctions sont 
additionnees et multipliees "point par point"). 

Le morphisme P i— > P : A[X] — > A A n'est pas en general surjectif (il existe 
des fonctions non polynomiales, par exemple si A — R). Mais il n'est pas toujours 
injectif non plus (autrement dit, la fonction polynome ne determine pas le polyno- 
me, ce qui explique qu'on ne puisse pas definir les polynomes comme des fonctions). 
Par exemple, prenons A = Z/pZ, oil p est un nombre premier : alors le polynome 
(non nul) P = X p — X verifie P(x) = pour tout x G A, en vertu du theoreme de 
Fermat (II. 3. 7). Plus generalement, ce phenomene se produit chaque fois que A est 
un anneau fini : considerer le polynome Yl x <=A (X ~ x ) (l 11 ^ es ^ um taire, done non 
nul des que A n'est pas nul). 

1.11.1. Exercice. Pour a £ A fixe, on a en particulier un morphisme e a : A[X] — > A 
donne par e a (P) = P(a) ("evaluation au point a"). Montrer que e a est surjectif et 
que Kere a est l'ideal de A[X] engendre par X — a. En deduire un isomorphisme 
d'anneaux A[X]/(X - a) = A. 

1.11.2. Exercice. On suppose que A est un corps fini. Montrer que toute application 
de A dans A est une fonction polynome (autrement dit, le morphisme P i— > P : 
A[X] — > A A est surjectif dans ce cas). (Indication : pour chaque A G A, trouver un 
polynome P a G A[X] tel que P a (a) = 1 et P a (x) = pour tout x ^ a). 
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2. Cas ou l'anneau de base est un corps 

Dans tout ce paragraphe on designe par k un corps, et Ton se propose d'etudier 
l'anneau k[X]. 

2.1. II resulte deja de 1.9 que k[X\ est integre et que k[X] x = k x = k* : les polynomes 
inversibles sont simplement les constantes non nulles. 

Une consequence tres utile en est que tout polynome non nul P a coefficients dans 
k est associe dans k[X] a un unique polynome unitaire : explicitement, P = aP\ ou Pi 
est unitaire et ou a est le coefficient dominant de P. En particulier, les questions de 
divisibilite dans k[X] peuvent souvent se ramener au cas ou les polynomes concernes 
sont unitaires. 

2.2. II est clair que k[X] a une structure naturelle de /c-espace vectoriel. Les ideaux 
de k[X] en sont des sous-espaces mais il y en a d'autres, par exemple, pour d G N 
donne, l'espace des polynomes de degre < d (qui admet pour base (X J ) <j< d done 
est de dimension d + 1). Noter que k[X] lui-meme est de dimension infinie : nous 
venons en effet de voir qu'il contient des sous-espaces de dimension arbitrairement 
grande. (Une autre fagon de le prouver est de remarquer que P i— > XP est un 
/c-endomorphisme de k[X] qui est injectif mais non surjectif.) 

Proposition 2.3 (division euclidienne des polynomes). Soient A et B e k[X\, avec 
B 7^ 0. II existe alors Q et R E k[X] uniques tels que A = BQ + R et deg R < degB. 

Demonstration. C'est un cas particulier de 1.10. ■ 

Corollaire 2.4 k[X] est un anneau euclidien (cf. (III. 3. 2)), et en particulier prin- 
cipal, cf. (III.3.3). ■ 

2.5. On peut done appliquer a k[X\ les resultats generaux demontres pour les an- 
neaux principaux : existence de PPCM et PGCD (ces derniers se calculant par 
ralgorithme d'Euclide), lemmes de Gauss et d'Euclide, identite de Bezout, decom- 
position en produit d'irreductibles. 

La division euclidienne dans k[X] a une autre vertu apparemment banale mais 
riche de consequences : c'est l'invariance par extension du corps de base. Nous ap- 
pellerons provisoirement extension de k tout corps contenant k comme sous-corps 
(la "vraie" definition, un peu plus generate, sera donnee en 3.4 ; le lecteur verifiera 
alors que les enonces demontres dans l'intervalle n'en sont pas affectes). Si L est une 
extension de k, alors, avec les notations de 2.3, la division euclidienne de A par B 
dans L[X] donne le meme quotient Q et le meme reste R que dans k[X]. Comme 
par ailleurs B divise A dans k[X] si et seulement si R = 0, on en tire : 
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Corollaire 2.6 Soient F et G G k[X], et soit L une extension de k. Alors : 

(i) Pour que F divise G dans k[X], il faut et il suffit que F divise G dans L[X}. 

(ii) Si D est un PGCD (resp. un PPCM) de F et G dans k[X], c'est aussi un 
PGCD (resp. un PPCM) de F et G dans L[X\. 

(iii) Pour que F et G soient premiers entre eux dans k[X], il faut et il suffit qu'ils 
le soient dans L [X] . 

(iv) Si F est irreductible dans L[X], il Vest aussi dans k[X]. 

Demonstration : exercice. ■ 

2.6.1. Remarque. Noter que dans (ii) la reciproque est vraie a condition que D ap- 
partienne a k[X\. D'autre part la reciproque de (iv) est evidemment fausse (prendre 
fc = R, L = Cet F = X 2 + l). 

A propos de la decomposition en irreductibles, il resulte de 2.1 que l'ensemble 
des irreductibles unitaires est un systeme representatif d'irreductibles de k[X]. Le 
theoreme de decomposition III. 5. 2 peut done etre precise comme suit : 

Theoreme 2.7 Soit I C k[X] l'ensemble des polynomes irreductibles unitaires. 
Tout F G k[X] non nul peut s'ecrire de fagon unique 

F = aY[P Vp ^ 

Pel 

oil les vp(F) sont des entiers presque tous nuls, et oil a G k*. De plus a est le 
coefficient dominant de F. ■ 

(La derniere assertion s'obtient en comparant les coefficients dominants des deux 
membres) . 

2.8. Remarques sur les irreductibles de k[X]. 

2.8.1. Du fait que k[X] est principal il resulte aussi (III. 4. 9.1) que, si F est un poly- 
nome non nul, alors F est irreductible si et seulement si k[X]/ (F) est un corps : ceci 
permet de construire des corps contenant un corps k donne, nous y reviendrons. 

2.8.2. II est clair que pour tout a G k, le polynome (unitaire) X — a est irreductible. 
Dans ce cas le corps k[X\/ (X — a) s'identifie a k, cf. 1.11.1. Plus generalement tout 
polynome de degre 1 est irreductible. II peut arriver que ce soient les seuls (par 
exemple si k = C, cf. § 7), ou non : ainsi, X 2 + 1 est irreductible dans et Ton 
verra bien d'autres exemples au § 8. 
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2.8.3. Exercice. Montrer que l'ensemble des polynomes irreductibles unitaires de 
k[X] est infini, en s'inspirant de la demonstration d'Euclide pour l'ensemble des 
nombres premiers. 

2.8.4. Exercice. II resulte de la remarque 2.8.2 que l'exercice 2.8.3 est trivial si k 
est infini : l'argument d'Euclide, bien que correct, est inutile dans ce cas. Si k est 
fini, deduire de 2.8.3 qu'il existe dans k[X] des polynomes irreductibles de degre 
arbitrairement grand. 

(On peut meme montrer, toujours pour k fini, que, pour tout entier d > 1, il 
existe dans k[X] des polynomes irreductibles de degre d : en quoi cette assertion - 
qui releve de la "theorie de Galois" des corps finis — differe-t-elle de la precedente ?) 

2.8.5. Exercice. Soit L une extension de k, et soit F e k[X\. Si F est irreductible 
dans k[X], est-il irreductible dans L[X] ? Et reciproquement ? 

Definition 2.9 Soit F e k[X] non nul. On dit que F est decompose dans k[X] si 
tous les diviseurs irreductibles de F sont de degre 1. 

En d'autres termes, d'apres 2.7, F est decompose dans k[X] si et seulement si 
F est constant ou produit d'une constante par des polynomes de la forme X — a 
(a e k). 
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3. Algebres sur un corps 

k designe un corps commutatif. 

Definition 3.1 Une /c-algebre est un quadruplet (A, +, ., *) oil A est un ensemble, 
+ et * sont deux lois internes sur A, et . : k x A — > A est une hi externe, verifiant 
les proprietes suivantes : 

(i) (A, +, *) est un anneau unitaire (non necessairement commutatif) ; 

(ii) (A, +, .) est un k-espace vectoriel ; 

(iii) la multiplication * : A x A — > A est /c-bilineaire pour la structure d'espace 
vectoriel de (ii). 

Une k algebre (A, +,.,*) est commutative si (A,+,*) est un anneau commutatif, 
c'est-a-dire si * est commutative. 

3.2. Remarques. 

3.2.1. La condition (iii) equivaut a dire, compte tenu de (ii), que pour tous x, y G A 
et A G k, on a A.(x*y) = (A. re) *y) = x* (X.y) (la compatibility de * avec l'addition 
de A est deja contenue dans la condition (i)). Bien entendu, vous avez verifie tout 
ceci, apres avoir revu les definitions de base de 1' algebre bilineaire. . . 

3.2.2. Si (A, +,.,*) est une /c-algebre, l'application A i— > A. 1a de k dans A est un 
morphisme d'anneaux unitaires, appele morphisme structural de la A;-algebre. En 
vertu de la remarque precedente, les elements de l'image de ce morphisme commutent 
avec tous les elements de A. 

Reciproquement, soient (R,+, x) un anneau unitaire et (p : k — > R un mor- 
phisme d'anneaux unitaires. Alors on obtient sur R une structure de /c-espace vec- 
toriel en posant X.x = (p(X) x x pour A e fc et x G i?. Le lecteur ne manquera pas 
de verifier que (R, +, ., x) est une /c-algebre si et seulement si y?(A) x x = x x </?(A) 
pour tous X & k et x £ R. 

Ceci fournit une autre definition possible de la notion de /c-algebre : e'est un 
anneau unitaire A muni d'un morphisme tp : k — > ^4 qui est central, c'est-a-dire que 
les elements de l'image de commutent avec tous les elements de A. 

3.2.3. En pratique, on note souvent la multiplication interne * et la loi externe 
. par juxtaposition : la condition (iii) de la definition devient ainsi equivalente a 
X(xy) = (Xx)y = x(Xy) pour A G k, x G A, y G A. On va meme souvent jusqu'a 
ecrire A plutot que Al^, pour A G k : ceci est en general sans danger, du moins si 
A 7^ {0}, puisqu'alors le morphisme A i— > Al^ est injectif, k etant un corps. 

3.3. Exemples de k-algebres. 
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3.3.1. Exemples triviaux : la /c-algebre nulle, la /c-algebre k. 

3.3.2. Tout anneau commutatif unitaire contenant k comme sous-anneau unitaire 
est de fagon naturelle une /c-algebre commutative. 

3.3.3. k[X] est une /c-algebre commutative. 

3.3.4. Tout quotient d'une /c-algebre est une /c-algebre. 

3.3.5. Tout produit de /c-algebres est une /c-algebre. (Dans cet exemple et les pre- 
cedents, "est une /c-algebre" est un abus de langage pour "admet une structure 
naturelle de /c-algebre". II va done de soi que le lecteur est cense, pour verifier ces 
assertions, definir la structure en question). 

3.3.6. Si p est un nombre premier, tout anneau A de caracteristique p est de fagon 
naturelle une F p -algebre : le morphisme structural est l'unique morphisme de ¥ p 
dans A, et la structure de F p -espace vectoriel est celle de II. 7.2.1. Cette structure 
d'algebre est unique (i.e. e'est la seule compatible avec la structure d'anneau de 
A), et de plus tout morphisme d'anneaux de caracteristique p est un morphisme de 
Fp-algebres. 

Cette propriete s'etend a tout anneau nul. Reciproquement, toute F p -algebre A 
est soit nulle, soit de caracteristique p (car si A ^ {0} le morphisme structural de 
F p dans A est necessairement injectif). 

En resume, une F p -algebre est "la meme chose" qu'un anneau nul ou de carac- 
teristique p (e'est-a-dire un anneau A tel que pi a = 0). 

3.3.7. Si V est un /c-espace vectoriel, End k (V) est une /c-algebre, non commutative 
des que dim k (V) > 2. Le morphisme if de 3.2.2 associe a A G k l'endomorphisme 
A Idy de V : noter que celui-ci commute bien avec tous les endomorphismes de V. 

Definition 3.4 Une extension de k est par definition une k-algehre qui est un corps. 

Une extension L de k est dite de degre fini, ou simplement finie, si L est un 
k-espace vectoriel de dimension finie ; sa dimension est alors appelee le degre de 
V extension et est notee [L : k]. 

3.4.1. Exemple. C est une extension de degre 2 de R mais n'est pas une extension 
finie de Q. Que peut-on dire des extensions de degre de k ? des extensions de degre 
1 ? 

3.4.2. Remarque. Si L est une extension de k, alors l'anneau L n'est jamais nul de 
sorte que Ton ne risque rien en general a identifier k a un sous-corps de L. Le plus 
souvent (et par abus) nous considererons done comme synonymes les expressions "L 
est une extension de /c" et u k est un sous-corps de L" . 

3.4.3. Remarque. Tout corps de caracteristique nulle est de maniere unique une 
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extension de Q ; pour p premier, tout corps de caracteristique p est de maniere 
unique une extension de ¥ p . 

3.4.4. Exercice. Soit L une extension de k, et soit V un L-espace vectoriel. Alors 
V admet une structure naturelle de /c-espace vectoriel. Montrer que si L est une 
extension finie de k et si V est de dimension finie sur L, alors V est de dimension 
finie sur k et l'on a dim^ V — [L : k] dim/, V. (Indication : si (Ai, . . . , A^) est une base 
de L sur k et (i>i, . . . , v n ) une base de V sur L, montrer que la famille {\vj)i<i<^i<j< n 
est une base de V sur k). 

En deduire la formule de "transitivite" suivante : si L est une extension finie de 
k et M une extension finie de L, alors M est une extension finie de k et [M : k] — 
[M : L][L : k]. 

(Ces formules, avec des conventions convenables, restent valables si certains des 
termes sont infinis). 

3.4.5. Exercice. Soit A une A;-algebre commutative de dimension finie (comme k- 
espace vectoriel), et soit a e A. Montrer que a G A x si et seulement si a est 
non-diviseur de zero dans A. (Considerer la multiplication par a). Comparer cette 
propriete (et sa demonstration) avec II. 3. 2. 5. 

En deduire que toute k-algebre integre de dimension finie est un corps. 

Definition 3.5 Soient A et B deux k-algebres. Un morphisme (ou homomorphis- 
me) de k-algebres de A dans B est une application f : A — > B qui est a la fois un 
morphisme d'anneaux unitaires et un morphisme de k-espaces vectoriels (i.e. une 
application k-lineaire). 

On notera Hom fe _ a i g (A, B) Vensemble des morphismes de k-algebres de A dans 

B. 

3.5.1. Remarque. On peut aussi definir cette notion en termes des morphismes struc- 
turaux tp : k — > A et ijj : k ^ B de A et B (cf. 3.2.2) : une application / : A — > B 
est un morphisme de /c-algebres si et seulement si c'est un morphisme d'anneaux 
verifiant / o ip — ip (exercice). Autrement dit, dans le langage de II. 8. 2, un mor- 
phisme de /c-algebres de A dans B n'est rien d'autre qu'un /c-morphisme de (A, ip) 
dans (B,ip). 

3.5.2. Exemples triviaux. Si A est une fc-algebre, alors l'unique application de A vers 
la fc-algebre nulle, l'identite de A, le morphisme structural de k dans A, sont des 
morphismes de /c-algebres. Le compose de deux morphismes de /c-algebres est un 
morphisme de fc-algebres. 

3.5.3. Exercice. Si A est une /c-algebre et a G A notons /i a : A — > A la multiplication 
a gauche x \— > ax par a. Alors l'application a \— > \i a est un morphisme injectif de A 
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dans la A;-algebre End k (A) des /c-endomorphismes du /c-espace vectoriel sous-jacent 
a A. 

En particulier, si A est de dimension finie n comme /c-espace vectoriel, A est 
isomorphe a une sous-fc-algebre de l'algebre de matrices M n (k). (On comparera cet 
argument avec 1.5.4.5). 

Lorsque k — R et A — C, expliciter le morphisme de C dans M 2 (R) obtenu. 

3.5.4. Sous-algebres. Une sous-(k-)algebre d'une fc-algebre A est une partie de A 
qui est a la fois un sous-anneau (unitaire) et un sous-/c-espace vectoriel. Une telle 
sous-algebre B est de fagon evidente une fc-algebre et l'application d'inclusion est un 
morphisme. L' intersection d'une famille quelconque de sous-algebres est une sous- 
algebre. 

3.6. Exemple de morphisme : 1'evaluation. Soient B une /c-algebre, b un element de 
B, et P = Er=o a i X * e k \ X l 0n d6finit P ( b ) e B P ar la formule 

n 

p(b) = j2^v- 

i=0 

(avec la convention habituelle b° = 1 B )- On verifie alors (exercice) que l'application 
Eb : k[X] — > B definie par 

e b (P) = P(b) 

est un morphisme de /c-algebres. (La verification ne pose aucune difficulte en ce qui 
concerne la /c-linearite de et le fait que £b(lk[x]) — 1b- Pour la multiplicativite, 
i.e. le fait que (PQ)(b) = P(b)Q(b), on se ramene par linearite au cas ou P = aX m 
et Q = f3X n sont des monomes, et Ton utilise 3.2.1). 

3.6.1. Noter que e^X) = b ; noter aussi que lorsque B = k on retrouve le morphisme 
de 1.11.1, lie a la notion de fonction polynome. 

3.6.2. Prenons en particulier B = k[X] et b = X : alors on obtient £x(P) — 
P(X) = P. Ceci permet de justifier la notation P(X) pour un polynome P en 
une indeterminee X, notation que nous avons — du moins je l'espere — evitee 
jusqu'ici. 

Ce calcul montre, en d'autres termes, que 

e x = ld k[X] :k[X]^k[X\. 

3.6.3. Exercice. Soit / : C — > B un morphisme de A;-algebres, et soit c e C. Montrer 
que / oe c = e f(c) . 

3.6.4. Qu'obtient-on lorsque B = Endfc(U) (cf. 3.3.7) ? (Revoir le cours d'algebre 
lineaire, si ga ne vous dit rien. . .) 
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Proposition 3.7 (propriete universelle de fc[-X]). Soient B une k-algebre et b G B. 
11 existe alors un unique morphisme de k-algebres de k[X] dans B envoyant X sur 
b, a savoir le morphisme e b d 'evaluation en b de 3.5.1. 

Demonstration. On a deja vu que e b verifie les conditions requises. (Sur ?) II reste 
done a voir que si / : k[X] — > B est un morphisme de /c-algebres et si b = f(X), alors 
/ = £b . Or si P = YtoOiX* G k[X], on^a f(P) = /(ELo«^) = 
puisque / est /c-lineaire, d'ou f(P) = Y^i=o a ib l puisque b = f(X) et que, / etant 
un morphisme d'anneaux unitaires, f(X % ) = f{X) 1 . D'ou f(P) = P(b) = e&(P). ■ 
(Tiens, au fait : a-t-on utilise le fait que / respecte les elements unites ?) 

3.7.1. Exercice. Dans la demonstration ci-dessus, redemontrer l'identite / = £& en 
remplagant le calcul par une application de 3.6.2 et 3.6.3 (avec C = A[X], c = X). 

3.8. Remarques. 

3.8.1. La propriete universelle de 3.7 peut encore se reformuler comme suit : si B 
designe une /c-algebre, il revient au meme de se donner un element b de B ou un 
morphisme / de /c-algebres de k[X] dans B. Plus precisement, 1' application / i— > 
/(X) est une bijection de Hom fc _ alg (/c[X], B) sur B, la bijection reciproque etant 
l'application b i— > Sb- 

3.8.2. Le lecteur meditera l'analogie avec la propriete universelle du groupe Z (1.2.3). 

3.9. Propriete universelle de k[X]/(F). Gardons les notations de 3.7. 

3.9.1. Pour b G B donne, le noyau de e b est l'ideal de k[X] forme des polynomes F 
verifiant F(b) = 0. On en deduit les equivalences (pour b G B et F e k[X] donnes) : 

F(b) =0 (P) C Ker e b 

<^ e b se factorise par un morphisme de /c-algebres 
e b :k[X\/{F)^B. 

3.9.2. Ceci suggere de considerer, pour P G k[X] donne et pour toute /c-algebre B, le 
sous-ensemble de B forme des "zeros de P dans B" , e'est-a-dire des solutions dans 
B de 1' equation F(x) = : 

sol(P,P) = {x G B | P(x) = 0}. 

(on reserve le mot "racines" au cas oil B est un corps). Si (f : B — > P' est un mor- 
phisme de /c-algebres, il est immediat que ip(so\(F,B)) C sol(P, P') puisque, pour 

x G P, P(</?(z)) = ^(a:))- 

3.9.3. En particulier, notons A la /c-algebre /c[X]/(P), et notons oo G A la classe de 
X. Alors P(u>) est la classe de F(X) done la classe de P, e'est-a-dire CU. Autrement 
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dit, iv G sol(F, A), et on a done une application 

a: Rom k _ alg (k[X]/(F),B) — sol(F,S) 

V? i — >■ (fi((v) = (f(X mod F). 

Proposition 3.9.4 Avec les notations ci-dessus, i 'application a de (3.9.3.1) est 
bijective ; la bisection reciproque associe a i 6 sol(F, B) 1'unique morphisme de 
k-algebres y? : k[X]/(F) -> B verifiant tp(P mod F) = P(b) pour tout P G k[X]. 

Demonstration. Gardons les notations A = k[X]/(F), et oo = X mod F introduces 
plus haut ; notons de plus 7r : k[X] — > A le morphisme surjectif canonique (on a en 
particulier iv = tt(X)). 

Remarquons d'abord que si ip : A — > £> est un morphisme de /c-algebres, y2 est 
entierement determine par y9 o 7r : — > i? puisque 7r est surjectif (e'est l'une 
des assertions de la propriete universelle du quotient). Or, d'apres (3.7) ip o n est 
lui-meme determine par <p o ir(X) = (p((v). Ceci montre deja que a est injective. 

II reste a voir que, pour tout b G sol(F, B), il existe un morphisme de /c-algebres 
de A dans B envoyant iv sur b. Or nous avons remarque en 3.9.1 que : k[X] — > B 
passe au quotient par A. Ceci montre l'existence de Eb '■ A — > 5 qui a la propriete 
voulue puisque £5(0;) = £b(X) = b. ■ 

3.9.5. Remarque. Comparer avec la propriete universelle du groupe Z/nZ (1.10.5). 

3.9.6. Remarque. Ce qui precede justifie une etude approfondie des algebres quotients 
de k[X] puisqu'elles sont etroitement liees a la resolution d'equations polynomes. 
Cette etude sera abordee au paragraphe 4. 

3.10. Exercice : les polynomes comme "fonctions universelles" . 

Un polynome P G k[X] definit pour toute /c-algebre A une application Pa : A — > 
A par la formule Pa{x) = P(x). 

3.10.1. Montrer que pour tout morphisme / : A — > i? de /c-algebres, on a / o P A = 
P B of. 

3.10.2. Montrer que P k [x]{X) = P. 

3.10.3. En deduire que pour que deux polynomes P,Q G k[X] soient egaux il faut 
et il suffit que, pour toute /c-algebre A, on ait Pa = Qa- 

3.10.4. Supposons donnee, pour toute /c-algebre A, une application <p A '■ A — > A, 
de telle sorte que Ton ait f o ip A = <Pb f pour tout morphisme / : A — > _B de 
A;-algebres. Montrer alors qu'il existe un unique P G /c[X] tel que <pa = P4 pour 
toute /c-algebre A. 

(Indications : trouver le seul candidat P possible a l'aide de 3.10.2. Verifier 
ensuite qu'il satisfait bien a la propriete voulue, de la fagon suivante : si A est 
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une /c-algebre et x E A, pour voir que (Pa(x) = P( x ), considerer le morphisme 
f = e x : k[X] — > A.) 

3.11. Exercice. Donner un exemple d'un corps k et : 

(i) d'un sous-/c-espace vectoriel de k[X] qui n'est pas une sous-algebre ; 

(ii) d'un sous-anneau de k[X] qui n'est pas une sous-algebre. 

De tels exemples existent-ils pour tout k ? 

3.12. Exercices : Sous-algebre engendree par une partie d'une k-algebre. 

3.12.1. Si A est une /c-algebre et S une partie de A, montrer qu'il existe une plus 
petite sous-algebre de A contenant S. 

Cette sous-algebre est par definition la sous-algebre de A engendree par S. Elle 
est souvent notee k[S], notation dangereuse en raison du risque de confusion avec 
les algebres de polynomes. 

Quelle est la sous-algebre de k[X] engendree par X ? (II va sans dire qu'il s'agit 
d'un abus d'ecriture pour "engendree par {X}".) 

Quelle est la sous-algebre de A engendree par (c'est-a-dire la plus petite sous- 
algebre de A) ? 

3.12.2. Avec les notations ci-dessus, soit B la sous-A;-algebre de A engendree par S. 
Montrer que : 

(i) B est le sous-Zc-espace vectoriel de A engendre par les produits finis d'elements 
de S ; 

(ii) B est le sous-anneau (unitaire) de A engendre par S U Im</?, ou tp : k — > A est 
le morphisme structural ; 

(iii) si S — {si, . . . , s n } est fini, et si les s« commutent entre eux (par exemple si A 
est commutative, ou si n = 1), B est le sous-/c-espace vectoriel de A engendre 
par l'ensemble des "monomes" de la forme s™ 1 • • • s™ n avec (m 1; . . . , m n ) £ N n ; 

(iv) si S — {s} a un seul element, B est l'image de e s : k[X] — > A. 

Comment peut-on decrire les elements de la sous-Q-algebre de K. engendree par 
V2 ? Et par {v^, v^} ? Montrer que ces sous-algebres sont des corps, et des Q- 
espaces vectoriels de dimension finie. 

3.12.3. Soit B une A;-algebre, et soit b G B. Montrer que l'image de : k[X] — > B 
est la sous-algebre de B engendree par b. 

3.13. Exercices : sous-extension engendree. Soit maintenant L une extension d'un 
corps k. Une sous-extension de L est. . . devinez ! (Noter que k a malheureusement 
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disparu de l'expression : il faudrait dire "une sous-extension de k de V , formulation 
qui semble rebuter meme les mathematiciens). 

3.13.1. Et maintenant, devinez la question. 

3.13.2. Bon, d'accord. Si S est une partie de L, montrer qu'il existe une plus petite 
sous-extension de L contenant S, que c'est l'ensemble des quotients a/b ou b ^ 
et ou a et b appartiennent a la sous-algebre engendree par S, et que c'est un corps 
isomorphe (comme extension de k) au corps des fractions de ladite sous-algebre. 
(Tiens, pourquoi existe-t-il, celui-la ?) 
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4. Structure des quotients de k[X] 

Dans ce paragraphe, k designe un corps. On se propose d'etudier les /c-algebres 
quotients de k[X], c'est-a-dire, puisque k[X] est principal, les /c-algebres de la forme 
k[X]/(F) ou F G k[X] est donne. Nous ecarterons tout de suite le cas particulier 
trivial ou F = : dans ce cas, k[X]/(F) est isomorphe a k[X\. Nous adopterons 
done les notations suivantes : 

4.1. Notations. On fixe un polynome 



avec a,i G k et ad ^ de sorte que d = degF. On note A la /c-algebre /c[X]/(P), et 
7r : fc[X] — > A le morphisme canonique envoyant un polynome sur sa classe. 

On note u := n(X) = X mod F la classe du polynome X. Noter que comme 
7r est un morphisme de /c-algebres envoyant X sur u>, on deduit de la propriete 
universelle 3.7 que l'on a P(ou) = 7r(P) = P mod P pour tout P G A;[X]. Un cas 
particulier important est P = P, qui donne dans A la relation fondamentale 



Enfin on note Vd C k[X] le sous-espace vectoriel des polynomes de degre < d. 

Proposition 4.2 Le morphisme ir : — > A induit un isomorphisme de k-espaces 
vectoriels de V d sur A. 

Demonstration. Comme ir est evidemment /c-lineaire, il sufflt de voir que la restric- 
tion de 7r a Vd est bijective, ou encore que tout P G k[X] est congru modulo P a 
un unique polynome de degre < d. Or e'est precisement ce qu'affirme le theoreme 
de division euclidienne 2.3, le polynome en question etant d'ailleurs le reste de la 
division de P par P. ■ 

4.2.1. Remarque. On peut reformuler 4.2 en disant que Vd est un sous-/c-espace 
vectoriel de k[X] supplementaire de (P) (qui est evidemment aussi un sous-/c-espace 
vectoriel de fc[-X"]). 

4.2.2. Remarque. Une autre formulation de 4.2 consiste a dire que Vd est un systeme 
de representants du groupe additif k[X] modulo le sous-groupe (P), cf. (1.6.4.1). 
II joue done vis-a-vis de A le meme role que le sous-ensemble {0,...,n — 1} de Z 
vis-a-vis du quotient Z/nZ, pour n > : tout element de A (resp. de Z/nZ) est la 
classe d'un unique element de Vd (resp. de {0, . . . ,n — 1}). En fait la situation est 
meme meilleure ici, car Vd est un sous-espace vectoriel de k[X] et la restriction de 



P = a + a x X + • • • + a d X d 



d 




(4.1.1) 



i=0 
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7i a Vd est /c-lineaire, de sorte que pour calculer la somme de deux elements de A 
il suffit d'additionner leurs representants dans Vd ; par contre, {0, ... , n — 1} n'est 
meme pas un sous-groupe de Z, et pour calculer la somme de deux elements de 
Z/nZ donnes par leurs representants a et b dans {0, . . . ,n — 1} il faut additionner 
a et b dans Z, puis prendre le representant de la classe modulo n du result at. 

Corollaire 4.2.3 A est un k-espace vectoriel de dimension d ; plus precisement 

(l,a;,..., a/ 1 " 1 ) 

est une k-base de A. 

Demonstration. Resulte de 4.2 et du fait que (1, X, ... , X d_1 ) est une /c-base de Vd- 

U 

4.2.4. Exercice. Nous n'avons pas exclu que d = : que se passe-t-il dans ce cas ? 

4.2.5. Exercice. Si d — 1, on a Vd — k et l'isomorphisme de 4.2 est meme un 
isomorphisme de fc-algebres. Montrer que l'isomorphisme reciproque est donne par 
(P mod F) i-> P(-ao/ai). 

4.3. Calculs dans k[X]/(F). II est facile de faire des additions dans A, grace a 
4.2.2. Pour effectuer des multiplications, il faut une methode efficace pour calculer 
le representant de degre < d d'un polynome quelconque P. La methode generale est 
la division euclidienne : ce representant n'est autre que le reste de la division eu- 
clidienne de P par F. Une autre approche, essentiellement equivalente mais parfois 
plus "parlante", consiste a remarquer qu'il s'agit d'exprimer P(u) comme combinai- 
son lineaire de . . . ,co d ~ 1 , et qu'il suffit pour cela de savoir le faire pour toute 
puissance u m avec m > d. Or la relation (4.1.1) implique que 

d _ °o a l a d-l d-l 



oj d = --— uj ^cu d - L (4.3.1) 

a d a d a d 

et done que, pour m > d, 

uT = -^ oo m - d - ^ u m - d+l uj" 1 ' 1 (4.3.2) 

cid ad ad 

ce qui permet de faire le calcul de proche en proche. Ce point de vue (qui est, si Ton 
y reflechit, l'idee de base de la division euclidienne !) est utile lorsque F est "simple" , 
le cas le plus connu etant celui ou F = X 2 + 1 (lorsque fc = Mon obtient un anneau 
bien connu, cf. (II. 5. 7)) : pour calculer modulo X 2 + l on remplace systematiquement 
X 2 par -1. 

4.3.1. Exemple : les u nombres duaux" . Prenons F = X 2 : alors {1, u} est une base de 
A sur k, de sorte que tout element de A s'ecrit de fagon unique sous la forme x + yui 
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avec x, y G k ; la multiplication dans A est determinee par la condition oj 2 = qui 
donne la formule (x + yuS){x' + y'uj) = xx' + (x'y + xy')u. L'algebre A ainsi obtenue 
est appelee la k-algebre des nombres duaux. 

4.3.2. Exercice. Dans l'exemple 4.3.1 ci-dessus, montrer que l'application (a, b) i— > 
a (1 + 5u>)induit un isomorphisme du groupe produit (k*, .) x (k, +) sur le groupe 
(A x , .). Quels sont les elements de A de carre nul ? les elements de A de carre 1 ? 
(Attention a la caracteristique !) 

4.3.3. Exercice. Pour F quelconque, montrer que u est inversible dans A si et seule- 
ment si F(0) ^ ; dans ce cas, calculer son inverse. 

4.3.4. Exercice. Pour tout x G A, soit p{x) la matrice dans la base (l,a>, . . . , 

de la multiplication par x dans A (qui est un endomorphisme du /c-espace vectoriel 
A). Montrer que l'application p ainsi definie est un morphisme injectif d'anneaux 
unitaires de A dans M d (k) ; montrer aussi que pour tout x G A, p{x) est inversible 
dans M d (k) si et seulement si x G A x . 
Montrer que 

/0 ... 



p{u) 



1 
1 








-a /a d \ 
-ai/a d 
-a 2 /a d 



\0 ... 1 -ad-i/ad/ 

et calculer p(x) pour x quelconque lorsque F = X 2 + 1 et lorsque F = X 2 . En 
deduire une methode de construction de C comme sous-anneau de M 2 (R). Deduire 
aussi du calcul ci-dessus que det p{uS) = (—l) d a /a d et plus generalement que le 
polynome caracteristique de p(u) est donne par det p{u — A) = F(A). 

Proposition 4.4 

(1) Soit a un element de A, classe d'un polynome P G A;[X]. On a les equivalences : 

a G A x <^ a n'est pas diviseur de zero dans A 

<^> P et F sont premiers entre eux dans k[X]. 

(2) On a les equivalences : 

A est un corps A est integre F est irreductible dans k[X\. 

Demonstration. (1) est un cas particulier de III. 4. 9 ; noter que l'equivalence des deux 
premieres proprietes resulte aussi de 3.4.5, puisque A est de dimension finie sur k. 

(2) est un cas particulier de III.4.9.1. ■ 

4.4.1. Remarque. L'enonce ci-desssus serait en defaut pour F = (cas que nous 
avons exclu). Pourquoi ? Qu'est-ce qui ne marche pas dans la demonstration ? 
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4.4.2. Exercice. Voyons plus precisement ce qui se passe lorsque F n'est pas irre- 
ductible. (voir plus generalement l'exercice (III. 6. 3). Supposons pour simplifier F 
unitaire et non constant et ecrivons F = P^ 1 . . . P s £s avec Pi, . . . ,P S irreductibles 
unitaires distincts et ei, . . . ,e s entiers > 0. 

a) Deduire du lemme chinois que A est isomorphe au produit des /c-algebres 
A i = k[X]/(Pj(i = l,...,s). 

h) Si e\ > 0, montrer que la classe a de P 1 ei_1 P 2 62 . . . P s es est un element non nul 
de A verifiant a 2 = 0. 

c) Montrer que A est un anneau reduit (i.e. sans element nilpotent non nul) si 
et seulement si F est sans facteur carve (tous les sont egaux a 1). 

d) Montrer que s = 1 (i.e. F est une puissance d'un irreductible) si et seulement 
si tout diviseur de zero de A est nilpotent. 

4.5. Exercice : elements algebriques et transcendants. Soit B une /c-algebre. Pour 
tout b G B, on considere le morphisme £5 : k[X] — > B devaluation en b, et l'on 
adopte a regret la notation k[b] pour l'image de £& (qui est aussi la sous-/c-algebre 
de B engendree par b, cf. 3.12.3). 

4.5.1. Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) Sb n'est pas injectif ; 

(ii) il existe F e k[X] non nul tel que F(b) = ; 

(iii) il existe F e k[X] non nul tel que k[b] soit isomorphe (comme /c-algebre) a 
k[X]/(F) ; 

(iv) dimfc k[b] < 00 ; 

(v) il existe une sous-A;-algebre de B contenant b, qui est de dimension finie sur k. 

On dit que b est algebhque sur k si ces conditions sont verifiees. Sinon, on dit que 
b est transcendant sur A;. 

4.5.2. Exemples : soient k = Q et A = C. Montrer que a/2 et v^+V^ sont algebriques 
sur Q. Donner dans chaque cas un systeme generateur fini (et de preference une base) 
sur Q de la sous-algebre engendree. 

Pour k quelconque, soit B = k[X]. Montrer que X est transcendant sur k. Plus 
generalement, tout element de k[X] non constant est transcendant sur k. 

4.5.3. Vrai ou faux : b est transcendant sur k si et seulement si k[b] est isomorphe 
(comme /c-algebre) a k[X]. 

4.5.4. On suppose que B est commutative. Soit c un autre element de B. On suppose 
que b et c sont algebriques sur k. Montrer que la sous-/c-algebre k[b, c] de B engendree 
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par {b, c} est de dimension finie sur k. (Indication : si k[b] est engendree comme k- 
espace vectoriel par {1, b, . . . , b n } et k[c] par {1, c, . . . , c m } alors k[b, c] est engendree 
par les b l c? avec < % < n et < j < m. Conclure en utilisant 4.5.1). 

En deduire que le sous-ensemble de B forme des elements algebriques sur k est 
une sous-algebre de B. 

Montrer en outre que si b est algebrique sur k et inversible dans B, alors b~ l est 
algebrique sur k. En deduire que si B est un corps, le sous-ensemble de B forme des 
elements algebriques sur k est un sous-corps de B. 



4.5.5. On suppose que B est un corps (i.e. 
considerons la sous-extension (cf. 3.13.2). 
les conditions suivantes sont equivalentes 

(i) b est algebrique sur k ; 

(ii) k[b] est un corps ; 

(iii) k\b] = k(b). 



une extension de k). Outre l'algebre k[b], 
k(b) de L engendree par b. Montrer que 



4.5.6. Une extension K de k est dite algebrique si tout element de K est algebrique 
sur k. (Par exemple, C est une extension algebrique de R). 

Si K est une extension algebrique de k, et L une extension algebrique de K, 
montrer que L est une extension algebrique de k. 

(Indication : si x G L, il existe un polynome non nul F G K[X] tel que F(x) = 0. 
Montrer que comme les coefficients ao, . . . ,a<2 de F sont algebriques sur k, la sous- 
/c-algebre M = k[ao, ■ ■ ■ , de K qu'ils engendrent est de dimension finie sur k. En 
deduire que M[x] = k[ao, . . . ,aa,x] est de dimension finie sur k et conclure.) 

4.6. Exercice : polynome minimal. Soient B une /c-algebre et b un element de B 
algebrique sur k. On note k[b] la sous-algebre de B engendree par b. 

4.6.1. Le noyau de £5 : k[X] — > B est un ideal non nul de k[X] ; il est done engendre 
par un polynome F G unique a multiplication pres par une constante non 
nulle (on peut d'ailleurs lever cette ambiguite en imposant a F d'etre unitaire). Un 
tel polynome est appele polynome minimal de b sur k. 

Montrer que degF = dim fc k\b\. 

4.6.2. Quel est le polynome minimal unitaire de a/2 sur Q ? Et sur R ? 

4.6.3. Si B est une extension de k, montrer que F est irreductible. Inversement, 
tout polynome F G k[X] irreductible tel que F(b) = est un polynome minimal de 
b. 

4.6.4. On suppose que B = Endfc(U), ou V est un /c-espace vectoriel de dimension 
finie. Montrer que F divise le polynome caracteristique de b. 
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5. Racines 

Dans tout ce paragraphe, k designe un corps commutatif. 

Definition 5.1 Soit F G k[X]. On dit qu'un element a de k est une racine (ou 
encore un zero) de F si F(a) = 0. 

Plus generalement, si L est une extension de k, un element a de L est une racine 
de F (dans L) si F(ct) = 0, c'est-a-dire si a est racine de F vu comme element de 
L[X\. 

5.2. Remarque fondamentale. Soient F G k[X] et a G k. La division euclidienne de 
F par X — a donne 

F = (X - a)Q + F(a) 

(en effet le reste est mil ou de degre done constant, et il suffit done de faire X = 
pour obtenir le resultat, d'ailleurs valable dans tout anneau commutatif unitaire). 
En particulier a est racine de F si et seulement si F est divisible par X — a dans 
k[X}. 

Definition 5.3 Soient F G k[X] et a G k. On definit la multiplicite de F en a, 
notee mult Q (F), par la formule 

mult a (F) = Vx-a(F) GNU {+00} 

(notation de III.6.1J. 
5.4. Remarques. 

5.4.1. En d'autres termes, mult a (F) est infinie si F = 0, et sinon est l'exposant de 
X — a dans la decomposition de F en facteurs irreductibles. 

5.4.2. II resulte de 5.2 que a est racine de F si et seulement si mult a (F) > 0. 

5.4.3. Exercice. Montrer que mu\t a (FG) = mult Q (F) + mult Q (G), et que mult Q (F + 
G) > inf (mult Q (F), mult Q (G)) pour tous a G k et F, G G k[X}. 

5.4.4. Exercice. Pour m G N donne, a G k et F G k[X], montrer que mult Q (F) = m 
si et seulement si il existe G G k[X] tel que F = (X — a) m G et G(a) 7^ 0. 

5.4.5. On dit que a est racine simple (resp. double, triple, multiple,. . .) de F si 
mult a (F) est egale a 1 (resp. 2, 3, est > 1 . . .). 
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Theoreme 5.5 Soit F G k[X] un polyndme non nul. Alois 1 'ensemble des racines 
de F dans k est Gni, et Von a Vinegalite 

J^mult a (F) < degF. 

aSfc 

De plus Vegalite a lieu si et seulement si F est decompose dans k[X] (2.9). 

Demonstration. Designons par J C k[X] l'ensemble des polynomes irreductibles 
unitaires de degre > 2. Alors la decomposition de P (2.7) peut encore s'ecrire 

F = a Y[(X - a ) mult « (F) Yl P^ F \ 
aek PeJ 

Les exposants sont presque tous nuls, ce qui entraine la fmitude de l'ensemble des 
racines. D'autre part, prenant les degres, on obtient : 

degF = ^mult a (F) + J% P (F) degP. 

aefe PeJ 

d'ou l'inegalite voulue puisque les degres sont > ; enfin l'egalite a lieu si et seule- 
ment si vp(F) = pour tout P G J, d'ou la derniere assertion. ■ 

Corollaire 5.6 

(i) Un polyndme non nul de degre d a au plus d racines dans k (et dans toute 
extension de k). 

(ii) Soit F G k[X] un polyndme unitaire de degre d ay ant d racines distinctes 
ai, ... ,ad dans k. Alors F = Yli=i(X — co)- 

(iii) Solent P et Q G k[X] et d G N. On suppose que P et Q sont de degre < d et 
qu'il existe ai, . . . , a^+i G k deux a deux distincts tels que P(aj) = Q(aj) pour 
touti G {1, . . . ,d+ 1}. Alors P = Q. 

(iv) Si est infini, l'application P \— > P de 1.11 est injective ( u la fonction polyndme 
determine le polyndme"). 

Demonstration. Toutes ces assertions resultent immediatement de 5.5. ■ 

5.6.1. Remarque. Les analogues de ces proprietes sont faux pour les polynomes a 
coefficients dans un anneau quelconque. Par exemple, le polynome F = X 2 — 1 G 
(Z/8Z)[X] verifie P(l mod 8) = P(3 mod 8) = P(5 mod 8) = P(7 mod 8) = et a 
done 4 "racines" dans Z/8Z. 
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Corollaire 5.7 (formules de Lagrange.) Soient d G N, a±, . . . , a d+ i G k deux a deux 
distincts, et b 1: . . . , b d+1 G fc. II existe alors un unique F G tel que degF < d 
et F(a«) = 6j pour tout i G {1, . . . , d + 1}. 

De plus F est donne par la formule F = Yli=i biLi, oil Li est le "polyuome 
d 'interpolation de Lagrange" 

u= n 

- 1 - - 1 - a« — a,- 

j£{l,...,d+l} 3 

Demonstration. L'unicite resulte de 5.6(iii). II reste done a verifier que le polyno- 
me F de l'enonce satisfait aux conditions requises. II est immediat que les Li sont 
de degre d done degF < d. Enfin les egalites F(oj) = hi resultent de la propriete 
Li(aj) = 5ij que le lecteur verifiera sans peine. ■ 

5.7.1. Remarques. L'existence de F — mais non la formule — peut se deduire de 
l'unicite : si V designe le sous-/c-espace vectoriel de k[X] forme des polynomes de 
degre < d, on considere l'application /c-lineaire V — > k d+1 envoyant P G V sur 
(P(bi), . . . , P(bd+i))- Cette application est injective d'apres 5.6(iii) ; comme dimV = 
d + 1, elle est bijective, d'ou l'assertion. 

Noter aussi que l'hypothese que les sont distincts sert pour pouvoir appliquer 
5.6(iii), mais aussi pour pouvoir definir Li ! 

5.7.2. Exercice. Refaire l'exercice 1.11.2. 

5.8. Racines communes. Etant donnes deux polynomes F et G a coefficients dans 
k, on a souvent besoin de considerer leurs racines communes eventuelles, dans k ou 
dans une extension. La proposition suivante est alors utile : 

Proposition 5.8.1 Soieut F et G G k[X\, soit A uu PGCD de F et G dans k[X\, 
et soit K une extension de k. Alors : 

(i) pour tout a G K, on a mult Q (A) = min {mult a (F), mult Q (G)} ; 

(ii) les racine communes de F et G dans K sont les racines de A dans K. 

Demonstration, (i) est un cas particulier de III. 6. 2. 6 (avec p = X — a), et entraine 
evidemment (ii). ■ 

Voici maintenant quelques applications arithmetiques de 5.5 : 

Proposition 5.9 Soit p un nombre premier. Alors on a dans Z[X] les congruences 

Xv- 1 -1 = YFiZl(X-i) (modp) 
X p ~X = Y\U{X-i) (modp). 



142 



IV.5 



RACINES 



Demonstration. Bien entendu, dire que deux polynomes de Z[X] sont congrus mo- 
dulo p signifie que leur difference est divisible par p dans Z[X], c'est-a-dire a ses 
coefficients divisibles par p. Les congruences considerees se ramenent done a prouver 
dans (Z/pZ)[X] les egalites correspondantes : 

x?-x = YlU(x-i) 

oil i G Z/pZ designe la classe mod p de i G Z. II sufflt d'autre part de montrer la 
premiere egalite, la seconde s'en deduisant par multiplication par X. 

Or il resulte du theoreme de Fermat (II. 3. 7, II. 7.3.4) que, pour I < i < p — 1, % 
est racine dans Z/pZ du polynome X v ~ x — 1. Comme celui-ci est de degre p — 1, et 
est unitaire, l'egalite cherchee resulte de 5.6(ii). ■ 

On retrouve ainsi, en particulier, le resultat suivant, deja demontre en II. 3. 8 : 

Corollaire 5.10 (theoreme de Wilson). Pour tout nombre premier p, on a la con- 
gruence 

(p — 1)! = — I (modp). 

Demonstration. II suffit de faire X = p dans la premiere congruence de 5.9. (On 
peut aussi faire X = 0, en faisant un peu attention au signe, le cas p = 2 se traitant 
alors a part). ■ 

5.10.1. Remarque. On vient d'utiliser la propriete evidente suivante : si un polynome 
F G Z[X] est congru a modulo p, alors F{n) = (modp) pour tout entier n. On 
notera que la reciproque est fausse : ainsi, pour p — 2, le polynome F = X 2 — X = 
X(X — 1) n'est pas divisible par 2 dans Z[X] bien que F(n) soit pair pour tout 
neZ. 

5.10.2. Exercice. Trouver un contre-exemple analogue a 5.10.1 pour chaque p premier. 
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6. Application : sous-groupes finis de k* 

6.1. Notations. Dans ce paragraphe, k designe un corps. Pour tout entier n > 1, 
posons 

Hn{k) = {z E k I Z n = 1}. 

II est clair que /x n (/c) est un sous-groupe (multiplicatif) de k*. De plus : 
Lemme 6.2 Pour tout entier n > 1, \/jL n (k)\ < n. 

Demonstration. Ceci resulte de 5.6(i) puisque fi n (k) est l'ensemble des racines dans 
k du polynome X n — 1. ■ 

Theoreme 6.3 Soit G un sous-groupe Gni de (k*, x), et soit n son ordre. Alors : 

(1) G = fx n (k). 

(2) G est cyclique (done isomorphe a (Z/nZ, +) ). 

Demonstration. Montrons (1). II resulte du theoreme de Lagrange (1.6.6) que tout 
element z de G verifie z n = 1, done G C fi n (k). Mais alors on a forcement egalite 
puisque \G\ = n alors que \u. n (k)\ < n d'apres 6.2, d'ou l'assertion. 

La propriete (1) a la consequence suivante : pour tout entier d > 1, k* admet 
au plus un sous-groupe d'ordre d (puisque s'il en a un, e'est jidik)). Par suite tout 
sous-groupe de k* (et notamment G) a aussi la meme propriete. L'assertion (2) re- 
sulte done de la proposition ci-dessous, qui n'a plus rien a voir avec les polynomes. 

■ 

Proposition 6.4 Soit G un groupe Gni commutatif. Les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) G est cyclique ; 

(ii) pour tout entier d > 1 divisant \G\, G admet un unique sous-groupe d'ordre 
d ; 

(iii) pour tout entier d > 1, G admet au plus un sous-groupe d'ordre d. 

Demonstration. L'implication (i)=^(ii) est deja connue, cf. (1.10.6.1). 

L'implication (ii)=^(iii) est triviale : si G verifie (ii) et si d > 1 est un entier, 
alors ou bien d divise \G\ et Ton applique l'hypothese, ou bien d ne divise pas \G\ 
et G n'admet aucun sous-groupe d'ordre d. 

Pour montrer l'implication (iii)=^(i), qui est la partie interessante de l'enonce, 
nous aurons besoin de deux lemmes (ou tous les groupes seront notes multiplicative- 
ment) : 
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Lemme 6.4.1 Soit G un groupe commutatif. Soient x et y deux elements d'ordre 
Gni de G, et soient a et b leurs ordres respectifs. Alors il existe dans G un element 
z d'ordre m = PPCM (a, b). (Ici le PPCM est par convention positif). 

Demonstration. Supposons d'abord a et b premiers entre eux (de sorte que m = ab). 
Montrons qu'alors z = xy convient. II est clair que z m = x ab y ab = e (on rappelle 
que G est commutatif). Soit n un entier tel que z n = e, et montrons que m divise 
n. On a x n y n = e ; posons t = x n = y~ n : comme t est une puissance de x (resp. de 
y) son ordre divise a (resp. b) done est egal a 1 puisque a et b sont premiers entre 
eux. Done x n = y~ n = e, done n est un multiple de a et de b, done de m, cqfd. 

Ne faisant plus d'hypothese sur a et b, on peut toutefois ecrire m = a±bi avec 
djja, b\\b et a\ et bi premiers entre eux : on peut prendre par exemple 

ai= jj p Vp(a) et 61= j\ p Vp{b) . 

p premier p premier 

Vp(a)>v p (b) v p (a)<Vp(b) 

G contient alors les elements x' = x a ^ ai et y' = y h l hl qui sont d'ordres respectifs ai 
et 61. Comme a\ et b\ sont premiers entre eux, on peut appliquer le cas deja etudie 
et conclure que x'y' est d'ordre ai&i — m. ■ 

Lemme 6.4.2 Soit G un groupe commutatif, et soit x un element de G d'ordre N 
maximum. Alors pour tout y e G, Vordre de y divise N. 

Demonstration. Si b est l'ordre de y, alors G contient d'apres 6.4.1 un element d'ordre 
PPCM (N, b), qui est > N. Vu le choix de N, on a done PPCM (N, b) = N done b 
divise N. ■ 

6.4.3. Nous pouvons maintenant prouver l'implication (iii)=^(i) de 6.4. Supposons 
done que G verifie la propriete (iii), et soit x G G d'ordre iV maximum. Nous allons 
montrer que G = (x) (done est cyclique d'ordre N). 

Soit done y G G : il s'agit de voir que y G (x). Si d est l'ordre de y, on sait d'apres 
le lemme 6.4.2 que d divise N. Done puisque (x) est cyclique d'ordre N il admet 
un sous-groupe H d'ordre d (e'est l'implication (i)=>(ii) deja vue). Comme H et (y) 
sont deux sous-groupes d'ordre d de G, l'hypothese (iii) implique que H = (y). En 
particulier, (y) C (x), cqfd. ■ 

Corollaire 6.5 Si k est un corps fini, le groupe k* est cyclique. 

En particulier, pour tout nombre premier p, le groupe (Z/pZ)* est cyclique 
d'ordre p — 1. ■ 

Corollaire 6.6 Pour tout entier n>l,le groupe fi n (k) est cyclique d'ordre divisant 
n. 
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Demonstration. On sait que /i n (k) est cyclique d'apres 6.3. Si d est son ordre, il 
admet done un element z d'ordre d. Par definition de f/, n (k) on a z n = 1 done d 
divise n. ■ 



6.7. Exercices. Nous montrerons au paragraphe 9 des resultats plus precis sur l'ordre 
(et done la structure) de ix n (k), en particulier lorsque k est algebriquement clos. Le 
lecteur peut deja traiter les cas suivants : 

6.7.1. Donner explicitement pour chaque n un isomorphisme de Z/nZ sur /i n (C). 

6.7.2. Quel est, en fonction de l'entier n, l'ordre de /x„(Q) ? de /x n (M) ? 

6.7.3. Quel est l'ordre de /x n (Z/pZ), en fonction de l'entier n et du nombre premier 
p? 

6.7.4. Pour un corps k quelconque, montrer que /i n (k(X)) = u, n (k), oil k(X) designe 
le corps des fractions rationnelles en X a coefficients dans k. (Indication : utiliser 
III.8.2 avec A = k[X\). 

6.8. Exercice. Existe-t-il un corps k tel que le groupe k* soit isomorphe a Z ? 
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7. Corps algebriquement clos ; 
adjonction de racines 

Proposition 7.1 Soit k un corps. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) tout polyndme de k[X] non constant a au moins une racine dans k ; 

(ii) tout polyndme irreductible de k[X] est de degre 1 ; 

(iii) tout polyndme de k[X] non nul est decompose. 

Demonstration. (i)=>(ii) : supposons (i) verifiee, et soit P G k[X] irreductible. Alors 
comme P n'est pas constant il a une racine a G k done est divisible par X — a ; 
comme il est irreductible il est done de la forme X(X — a) avec A G k*, done est de 
degre 1. 

(ii) =>- (iii) : resulte du fait que tout F G k[X] est produit d'une constante par des 
polynomes irreductibles ; 

(iii) =^(i) : il est clair que tout polynome decompose non constant a une racine. 



Definition 7.2 Un corps k est dit algebriquement clos s'il verifie les conditions 
equivalentes de 7.1. 

Theoreme 7.3 ("theoreme de d'Alembert") C est algebriquement clos. 

Demonstration. Soit F G C[X] non constant. Supposons que F n'ait pas de racine 
dans C : alors l'application z h- > 1/F(z) de C dans C est bien definie et holomorphe. 
D'autre part si ddX d est le terme dominant de F (avec d > 1) alors |l/F(z)| ~ 
a^ 1 z~ d done tend vers lorsque \z\ tend vers l'infini, ce qui implique que cette 
fonction holomorphe est bornee. Elle est done constante (theoreme de Liouville), ce 
qui est absurde. ■ 

Nous admettrons le theoreme suivant : 



Theoreme 7.4 Tout corps admet une extension qui est un corps algebriquement 
clos. ■ 

Ce theoreme implique notamment que pour tout corps k et tout F G k[X] non 
nul, il existe une extension K de k telle que F soit decompose dans Nous 
allons demontrer ce resultat, qui suffit pour beaucoup d'applications (et qui est en 
fait a la base de la preuve de 7.4). De fagon precise : 

Proposition 7.5 (adjonction de racines) Solent k un corps et F G k[X] non nul de 
degre d. Alors : 



147 



POLYNOMES 



(i) si d > 0, il existe une extension Gnie K de k, de degre < d, (cf. 3 A) telle que 
F ait une racine dans K ; 

(ii) il existe une extension L de k telle que F soit decompose dans L[X]. 

Demonstration, (i) Si F est irreductible il suffit de prendre K = k[X]/(F) : c'est 
bien une extension de k d'apres (III. 4. 9.1), de degre d d'apres 4.2.3, et F a une 
racine dans K d'apres 4.1.1. 

Dans le cas general, si d > 0, alors il existe un polynome irreductible P divisant 
F et done, d'apres ce qui precede, une extension de k de degre degP < degF dans 
laquelle P, et done F, a une racine, cqfd. 

(ii) Recurrence sur d : c'est clair si d — (prendre L = k, et reflechir un peu. . .), 
et si d > supposons l'assertion demontree pour tout corps k et tout polynome de 
degre < d. Comme d > on peut appliquer (i) : F a une racine a dans une extension 
K de k. On a done F = (X — a)G avec G G K[X] de degre d — 1 ; l'hypothese de 
recurrence montre que G est decompose dans L[X] ou L est une extension de K. 
Mais alors L est aussi une extension de k dans laquelle F = (X — a)G est decompose. 

■ 

7.5.1. Exercice. Utilisant l'exercice 3.4.4, montrer que l'extension L de (ii) peut etre 
choisie finie de degre < d\. 

7.5.2. Exercice. Dans le cas ou F est irreductible montrer que l'extension construite 
en (i) est "la plus petite possible" au sens suivant : toute extension de k dans laquelle 
F a une racine contient une extension de k isomorphe a k[X]/(F). (Indication : uti- 
liser la propriete universelle de k[X]/(F), cf. 3.9.4). 

Corollaire 7.6 Soient F et G G k[X], et soit Q une extension algebriquement close 
de k. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) pour toute extension K de k, F et G n'ont aucune racine commune dans K ; 

(ii) F et G n 'ont aucune racine commune dans Q ; 

(iii) F et G sont premiers entre eux. 

Demonstration. Soit A un PGCD de F et G dans k[X]. Compte tenu de 5.8.1, 
l'enonce revient a prouver l'equivalence suivante, qui est immediate : 
pour toute extension K de k, A n'a aucune racine dans K 

^=^> A n'a aucune racine dans fl 

<^=^ A est une constante non nulle. 



7.7. Exercice. Soit k un corps. Montrer l'equivalence : 
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k est algebriquement clos •<=>- toute extension algebrique de k est isomorphe a k. 

(Pour la notion d'extension algebrique voir 4.5.6). Bien entendu "isomorphe" 
veut dire ici "isomorphe comme extension de k" . 

7.8. Exercice. Soient k un corps, Q une extension algebriquement close de k. Posons 

k = {x G Q | x est algebrique sur Q}. 
Montrer que k est une extension algebriquement close de k. (Utiliser 7.7 et 4.5.6). 

7.9. Exercice. Pour tout corps k, montrer qu'il existe une extension algebrique de 
k qui est un corps algebriquement clos. Pour k = Q notamment, montrer que Q = 
{x E C | x est algebrique sur Q} est une telle extension. 
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8. Quelques criteres d'irreductibilite et d'existence 
de racines 

Nous allons donner dans ce paragraphe quelques methodes pour aborder le pro- 
fa leme suivant : etant donnes un corps k et un polynome non nul P G k[X], on 
demande si P a une racine dans k, et s'il est irreductible dans k[X]. 

Les methodes utilisees dependent tres fortement du corps k. Par exemple, si 
k — C, la reponse est particulierement simple et resulte du theoreme de d'Alembert 
(7.3) : P a une racine si et seulement si degP > 0, et est irreductible si et seulement 
si degP = 1. 

Pour k = R un critere d'irreductibilite, un peu moins simple, s'en deduit aise- 
ment : 

Proposition 8.1 Les polyndmes irreductibles de M[X] sont : 

(i) les polyndmes de degre 1 ; 

(ii) les polyndmes de degre 2 sans racine reelle. 

Demonstration. II est immediat que les polynomes de l'enonce sont bien irreductibles 
(plus generalement voir 8.4 plus bas). Reciproquement, soit P G WL[X] irreductible 
et de degre > 1 : alors P a une racine complexe a, qui n'est pas reelle (si P avait une 
racine reelle il serait de degre 1). Comme P est reel on a aussi P(ot) = 0. Comme 
a ^ a, P est done divisible dans C[X] par Q := (X — a)(X — a). Or Q G 
done d'apres 2.6, Q divise P dans IR[X]. Comme P est irreductible on a P = XQ 
avec A G R*, d'ou la conclusion. ■ 

8.1.1. Exercice. Decomposer dans WL[X] le polynome X 4 + l ; deduire du resultat que 
ce polynome est irreductible dans Q[X] (considerant sa decomposition dans Q[X], 
remarquer que si F est un facteur irreductible de X 4 + 1 dans Q[X] e'est un produit 
de facteur irreductibles de X 4 + 1 dans 

8.2. Toujours pour k — R, il existe des methodes permettant de trouver le nombre 
de racines d'un polynome P donne dans un intervalle reel I donne. Elles reposent 
sur le theoreme des valeurs intermediaires qui montre que si P change de signe sur 
/ il a au moins une racine dans /. Rappelons simplement la consequence la plus 
elementaire de ce theoreme : tout polynome reel de degre impair a une racine reelle. 
Nous conseillons au lecteur de refaire la demonstration, et aussi de retrouver ce 
resultat comme consequence de 8.1. 

8.3. Revenons a un corps k quelconque. Parmi les polynomes irreductibles de k[X], 
les plus simples (au point que Ton risque de les oublier) sont les polynomes de degre 
1 ; ce sont les seuls polynomes irreductibles de k[X] ayant une racine dans k (voir 
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1' argument au debut de la preuve de 7.1). Par contre, un polynome sans racine n'est 
pas necessairement irreductible (exemple : (X 2 + l) 2 dans R[X]). Toutefois : 

Proposition 8.4 Soit P G k[X] de degre 2 ou 3. Pour que P soit irreductible il 
faut et il suffit qu'il n'ait aucune racine dans k. 

Demonstration. Exercice. ■ 

8.5. Exercices : polyndmes de degre 2. Soit P = aX 2 + bX + c avec a, 6, c G k et 
a ^ 0. On note A = b 2 — 4ac G k le "discriminant" de P, et l'on cherche des criteres 
d'existence de racines de P dans k, generalisant la discussion faite classiquement 
pour k — R. 

8.5.1. Supposons car (A;) ^ 2. Generaliser alors le resultat bien connu : P a une 
racine double (qui est necessairement dans k) si et seulement si A = ; si A ^ 0, 
alors P a une racine dans k si et seulement si A est un carre dans k*. Dans ce cas, 
les racines de P sont donnees par les formules classiques, ou cependant la notation 
V~A est a proscrire si k n'est pas un sous-corps de R : il faut ecrire par exemple "soit 
5 un element de k de carre A, alors les racines sont donnees par les formules. . . " 

8.5.2. On suppose maintenant que car (k) = 2. 

Montrer que P a une racine double (dans une extension de k, mais pas necessai- 
rement dans k) si et seulement si b = (condition qui equivaut, d'ailleurs, a A = 0). 
Dans ce cas, P a une racine dans k si et seulement si c/a est un carre dans k. 

Si b 0, P a une racine dans k si et seulement si le polynome Y 2 + Y + (ac/b 2 ) G 
k[Y] en a une ("poser X = (b/a)Y"). 

8.5.3. On voit done qu'en caracteristique differente de 2, la resolution des equations 
du second degre se ramene a la recherche des carres dans k. En caracteristique 2, elle 
se ramene soit a la recherche des carres, soit a celle des elements de k de la forme 
y 2 + y (ye k). 

Noter que l'ensemble des carres non nuls est un sous-groupe de k* ; en carac- 
teristique 2, l'ensemble des carres est meme un sous-corps de k, et l'ensemble des 
elements de la forme y 2 + y est un sous-groupe du groupe additif (k, +) (e'est l'image 
de l'application y i— > y 2 + y qui est un endomorphisme de ce groupe). 

8.5.4. On suppose maintenant k fini de caracteristique p ^ 2, et l'on note q son 
cardinal (on rappelle que q est une puissance de p, pourquoi ?) 

Montrer que les carres de k* forment un sous-groupe d'indice 2 de k* (considerer 
le morphisme x hh> x 2 ). 

En deduire en utilisant 6.5 qu'un element x de k* est un carre si et seulement si 
x^~ =1 (et dans le cas contraire, on a x^~ = — 1). 



151 



POLYNOMES 



Montrer en particulier que —1 est un carre dans k si et seulement si q = 1 
(mod 4) (le cas particulier ou k = ¥ p a deja ete vu, cf. II. 3. 9). 

Nous allons maintenant etudier le cas ou k = Q. Bien entendu, la question de 
l'irreductibilite ou de l'existence de racines n'est pas modifiee si Ton multiplie le 
polynome donne par une constante non nulle ; ceci permet de se ramener au cas 
d'un polynome a coefficients entiers, et meme entiers premiers entre eux. 

Proposition 8.6 Soit P = a + a\X + . . . + a d X d avec a,i G Z, et soit a une racine 
de P dans Q. Ecrivons a = r/s avec r et s entiers premiers entre eux. Alors r divise 
a et s divise a d . 

Demonstration. II suffit de remarquer que 

= s d P{r/s) = a s d + ai rs d ' 1 + ... + a d r d 

et que par suite r divise a s d done (lemme de Gauss, III. 4. 6) r divise a puisqu'il 
est premier avec s d . Le fait que s divise a d se demontre de fagon similaire. ■ 

Lorsque a d — 1, on obtient : 

Corollaire 8.6.1 Soit x un nombre rationnel qui est ratine d'un polynome unitaire 
a coefficients entiers. Alors x est entier. ■ 

8.6.2. Exercice. Generaliser 8.6 aux polynomes a coefficients dans un anneau princi- 
pal. 

8.6.3. Remarque. Dans la situation de 8.6, pour trouver toutes les racines rationnelles 
de P il "suffit" done de trouver tous les diviseurs r±, . . . , r m de a , (sans oublier les 
diviseurs negatifs !), tous les diviseurs si,...,s n de a d et, pour chaque quotient 
x = ri/sj, de tester si P(x) = 0. Cette methode est efficace pour les polynomes a 
"petits" coefficients. 

Le probleme de V irreductibilite d'un polynome donne dans Q[X] est en general 
difficile. Commengons par un exemple elementaire : 

Proposition 8.7 Soient a un rationnel positif et n un entier > 1. Pour que le po- 
lynome X n — a soit reductible dans Q[X], il faut et il suffit qu'il existe un diviseur 
d > 1 de n tel que a soit une puissance d-ieme dans Q. 

Demonstration. Posons F = X n — a. 

La condition de l'enonce est suffisante (meme si a < 0, d'ailleurs) : si n = dm et 
a = b d alors X n — a = X md — b d qui est divisible par X m — b. 

La condition est necessaire : dans C[X], F est produit des polynomes X— (a 1 / 11 ou 
( parcourt l'ensemble T des racines n-iemes de l'unite. Par suite, si F est reductible 
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et si G est un diviseur non constant de F dans Q[X], de degre j < n (et que nous 
pouvons supposer unitaire) alors G est produit des X — (a 1 ^ oh ( parcourt un 
sous-ensemble A a j elements de T. En particulier le terme constant de G, qui est 
rationnel, est le produit des (a 1 / 11 pour £ e A done est de module a?l n . Nous avons 
done trouve j entier verifiant < j < n et a?l n E Q. Mais si 5 designe le PGCD 
(positif) de j et n, l'identite de Bezout implique immediatement que a s/n e Q d'ou 
le resultat avec d — n/8. ■ 

8.7.1. Remarque. Si de plus a est un entier positif, on voit grace a 8.6.1 que Ton 
peut remplacer dans 8.7 la condition "a est une puissance d-ieme dans Q" par la 
condition "a est une puissance d-ieme dans N" , facile a tester en pratique. 

8.7.2. Remarque. On voit en particulier qu'il existe dans Q[X] des polynomes irre- 
ductibles de degre arbitrairement grand, et meme de tout degre > 0. 

8.7.3. Remarque. Dans le cas du polynome X n + a (avec a > 0), on voit facilement 
que le critere precedent est encore valable si n est impair. Pour n pair e'est plus 
complique : ainsi nous avons vu (8.1.1) que X A + 1 est irreductible dans Q[X], alors 
que (exercice) X 4 + 4 ne Test pas. 

Voici maintenant un autre critere utile, que nous admettrons : 

Theoreme 8.8 (critere d'Eisenstein) Soit P = a + a x X + . . . + a d X d e 1[X], 
avec d > 0. On suppose qu'il existe un nombre premier p verifiant les conditions 
suivantes : 

(i) p ne divise pas ad ; 

(ii) p divise a, pour i — 0, . . . , d — 1 ; 

(iii) p 2 ne divise pas a . 

Alors P est irreductible dans Q[X]. ■ 

8.8.1. Exemple. Pour a G Z et n entier > 0, le polynome X n — a est irreductible 
dans Q[X] des qu'il existe un nombre premier p tel que v p (a) = 1 (par exemple si 
±a est premier). Que peut-on dire si a n'est pas entier ? 

8.8.2. Exemple. Montrons que, pour p premier, le polynome P = Yl*i=o X 1 = X xZ\ 
est irreductible dans Q[X]. Bien entendu le critere d'Eisenstein ne s'applique pas 
directement puisqu'aucun nombre premier ne divise un coefficient de P. Mais pour 
que P soit irreductible il faut et il suffit que le polynome F(Y) = P(Y + 1) le soit 
dans Q[Y] ; or ce "changement de variable" donne F(Y) = ((Y + l) p — l)/Y, poly- 
nome dont tous les coefficients non dominants sont divisibles par p d'apres (II. 7. 3.1) 
et dont le terme constant est ( p ) = p. On peut done appliquer 8.8 a F. ■ 
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8.8.3. Exercice. Par un changement de variable convenable, retrouver a l'aide du cri- 
tere d'Eisenstein l'irreductibilite de X 4 + l dans Q[X] deja vue en 8.1.1. Generaliser 
aux polynomes de la forme X 2 " + 1 (s e N). 

8.9. Exercices : quelques exemples en caracteristique positive. Dans ce qui suit on 
designe par k un corps de caracteristique p > 0. 

8.9.1. Le polynome X p — a. On fixe un element a de k, et l'on designe par F le 
polynome X p — a G k [X] . Montrer alors que : 

(i) si a admet une racine p-ieme a G k, on a F = (X — a) p dans k[X] ; 

(ii) sinon, F est irreductible dans k[X]. 

Indications pour (ii) : soit a une racine de F dans une extension convenable K 
de k. Appliquant (i) dans K on voit d'abord que tout diviseur unitaire de F est de 
la forme (X — a) 1 , < % < p. Si un tel polynome appartient a k[X], montrer alors 
que Ton a soit i — 0, soit i — p, soit a G k (considerer le coefficient de X 4 " 1 ). 

8.9.2. Exercice. Dans l'exercice 8.9.1 ci-dessus, si k est un corps fini, on est automa- 
tiquement dans le cas (i) d'apres (II. 7. 4. 3). Pour trouver un exemple ou le cas (ii) 
se produit, il faut done utiliser un corps infini de caracteristique p. Montrer que 
k = (Z/pZ)(T), a = T est un tel exemple. 

8.9.3. Le polynome X p — X — a. On fixe un element a de k, et Ton designe par F 
le polynome X p — X — a G k[X\. On note k l'unique sous-corps de k isomorphe 
a Z/pZ (qui est l'image de l'unique morphisme d'anneaux de Z dans k). Montrer 
alors que : 

(i) F(X + n) = F(X) pour tout n G k ; 

(ii) si F admet une racine a G k, alors F = Ylnek (.X ~ a ~ n ) ' 

(iii) sinon, F est irreductible dans k[X\. 

(Indications : (ii) se deduit aisement de (i), et la preuve de (iii) est analogue a 
celle du cas (ii) de 8.9.1. Observer aussi l'analogie avec l'argument de 8.7.) 

8.9.4. Cas particulier. Dans 8.9.3 on prend k = Z/pZ. Montrer que F est irreductible 
si et seulement si a ^ 0. Construire ainsi un corps a pP elements. 
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9. Derivation et applications 

Dans tout ce paragraphe, k designe un corps. 
Definition 9.1 Soit 

d 

F = J2 a i xi 

un polyndme a coefficients dans k. On appelle polynome derive (ou simplement 
derivee) de F le polyndme 

d 

D(F) = ^idiX 1 - 1 
i=i 

encore note F' , ou j^. 

Proposition 9.2 L'application D : k[X] — > k[X\ de 9.1 a les proprietes suivantes : 

(i) D est k-lineaire, et D(a) =0 pour tout a e k ; 

(ii) pour tous F et G dans k[X], on a D(FG) = F.D(G) + D(F).G ; 

(iii) pour tout F e k[X\ et tout entier n > 0, on a D(F n ) = n F n ~ 1 D(F) ; 

(iv) pour tous F et G dans k[X], on a D(G o F) = (D(G) o F).D(F) ; 

(v) pour tout F G k[X\, on a degD(F) < degF — 1. De plus on a egalite si degF 
n'est pas divisible par car (k), et en particulier si car (k) = et si F n'est pas 
constant ; 

(vi) si k est de caracteristique nulle, D : k[X] — > k[X] est surjective et son noyau 
est k ; 

(vii) si k = R ou C, la fonction polyndme x i— > de dans lui-meme est la 
derivee, au sens de Tanalyse, de la fonction x \— > 

Demonstration. (Les details sont laisses au lecteur). L'assertion (i) est immediate 
sur la definition. 

II resulte de (i) que les deux membres de (ii) sont bilineaires en (F, G), de sorte qu'il 
suffit de montrer (ii) lorsque F et G sont des monomes ; c'est alors trivial. 

(iii) se deduit de (ii) et d'une recurrence sur n. 

Dans (iv), G o F designe evidemment le polynome G(F) obtenu en substituant F 
a X dans G. Les deux membres de la formule etant lineaires en G, il suffit de la 
montrer lorsque G = X n (n 6 N), ce qui n'est autre que (iii). (Sur ?) 

(v) : si ddX d est le terme dominant de F (de sorte que ^ 0), alors D(F) = 
dddX^ 1 + G avec deg(G) < d — 1, d'ou les assertions. 
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Les proprieties (vi) et (vii) sont laissees au lecteur. 



9.2.1. Exercice. Pourquoi n'a-t-on pas defini la derivation comme on le fait pour les 
fonctions d'une variable reelle ? On aurait pu de cette fagon faire l'economie de (vii). 

9.2.2. Exercice. Donner un exemple (non constant) ou l'inegalite de 9.2(v) est striate. 

9.2.3. Exercice. Si k est de caracteristique p > 0, montrer que Ker (D) est forme 
des polynomes de la forme G(X P ) pour G G k[X\. Si k est parfait, c'est-a-dire si 
tout element de k a une racine p-ieme, montrer que Ker (D) est aussi l'ensemble des 
puissances p-iemes de k[X\. 

9.3. Exercice : derivations d'une k-algebre. Soit A une /c-algebre. On appelle k- 
derivation de A une application A : A — > A qui est A;-lineaire et verfife A(ab) = 
aA(b) + A(a)b pour tous a, b G A. 

9.3.1. Montrer que l'on aurait obtenu une definition equivalente en remplagant la 
condition "A est /c-lineaire" par "pour tout A G k on a A(A1a) = 0". 

9.3.2. Montrer que si A est une /c-derivation de A et a G A, alors aA : A — > A 
(definie par (aA)(x) = a(A(x)) pour tout x e A) est encore une /c-derivation de A. 

9.3.3. Montrer que si A est une /c-derivation de A et a G A, on a D(a n ) = na n ' 1 A(a) 
pour tout entier n > 0. En deduire que pour tout P G A;[X] on a A(P(a)) = 
P'(a)A(a). 

9.3.4. Montrer que pour toute /c-derivation A de k[X] il existe un unique R G k[X] 
tel que A = RD ou P est la derivation de 9.1. De plus on a R = A(X). 

9.4. Derivees successives. Pour ieNon note D l : k[X] — * /c[X] la i-eme iteree de 
D, definie par recurrence par les formules D° = ldk[x] et D l+1 = D o D l . On note 
aussi 

F (i) = D i( F ) 

pour tout F G ^[X] : c'est la "derivee i-eme" de F . Noter que 
= F et = F' ; on utilise aussi les notations traditionnelles F" et F'" pour 
F^ et F^ 3 ^. Enfin, par une recurrence immediate, on a la formule 



En consequence, pour F G k[X] quelconque, on a F^ = pour tout entier 
i > deg(F), ce qui pouvait aussi se deduire de 9.2(v). (Lecteur : est-ce vraiment 
pour tout F, ou pour F ^ ?) 

Proposition 9.5 Soit F G k[X], et soit a G k une racine de F. Alors on a : 




(9.4.1) 



mult a (F / ) > mult a (F) - 1. 
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De plus l'egalite a lieu dans chacun des cas suivants : 

(i) mult a (F) n'est pas divisible par car (k) ; 

(ii) car (k) = ; 

(iii) mult Q (F) = 1. 

Demonstration. (Details laisses au lecteur !) Posant m = mult Q (F), on ecrit F = 
(X-a) m G avec G{a) ^ (cf. 5.4.4). On en tire immediatement F' = (X-a^H 
ou H = mG + (X — a)G' d'ou l'inegalite. 

De plus on a egalite si et seulement si H(a) ^ 0. Or H(a) = mG(a) et G(a) ^ 0, 
de sorte que l'egalite equivaut en fait a mlk ^ 0, ce qui est la condition (i). Les deux 
autres n'en sont que des cas particuliers, mentionnes ici car ce sont les plus utiles. 

■ 

9.5.1. Exercice. Donner un exemple ou l'inegalite de 9.5 est stricte. 

9.5.2. Exercice. (de l'importance des "details laisses au lecteur"...) On a suppose 
dans 9.5 que a etait une racine de F, c'est-a-dire que F(a) = 0. Cette hypothese 
est-elle necessaire ? Si oui, a quel(s) endroit(s) est-elle utilisee ? Que peut-on dire si 
F(a) ^ ? 

9.5.3. Exercice. Soient F G k[X] et a G k, ou k est un corps de caracteristique nulle. 
Deduire de 9.5(ii) que, pour % G N, on a 

FW(a) =0 si i<mult Q (F) 
F^(a) ^0 si i = mult Q (F). 

En d'autres termes, la multiplicite se lit sur les derivees successives en a. 

(Rappel : le lecteur est invite, poliment mais fermement, a verifier que ces asser- 
tions sont valables dans tous les cas, sans exception. Un enonce mathematique n'est 
acceptable qu'a cette condition.) 

Au fait, pourquoi n'a-t-on pas ecrit ll F (multa ^\a) ^ 0" ? 

9.6. Application : recherche des racines multiples. La proposition 9.5, et notamment 
le cas (iii), fournit un moyen commode pour trouver les racines multiples eventuelles : 

Proposition 9.6.1 Soit F G k[X\, et soit K une extension de k. Soit A un PGCD 
de F et F' dans k[X]. Alors, pour tout a G K, les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) a est racine multiple de F ; 

(ii) F(a) = F'{a) = ; 

(iii) A(a) = 0. 
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Demonstration. Inequivalence de (i) et (ii) n'est qu'une reformulation du cas (iii) 
de 9.5. II est trivial que (iii) implique (ii), et la reciproque resulte de l'identite de 
Bezout (ou, si Ton veut, du fait que A est encore un PGCD de F et G dans if [X]). 

■ 

Corollaire 9.6.2 Soit F e k[X], et soit il une extension algebriquement close de 
k. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) pour toute extension K de k, F n'a aucune racine multiple dans K ; 

(ii) F n'a aucune racine multiple dans Q ; 

(iii) PGCD(F,F) = I. 

Demonstration. (Bien entendu la formulation de (iii) est abusive). II est trivial que 
(i) implique (ii). 

Montrons que (ii) implique (iii) : si PGCD (F, F') n'est pas constant il a une 
racine dans f2 et celle-ci est racine multiple de F d'apres 9.6.1, d'ou la conclusion. 

Enfin, l'implication (iii)=>-(i) resulte de l'implication (i)=^(iii) de 9.6.1 (ou de la 
reciproque ? Reflechissez. . .). ■ 

Corollaire 9.6.3 Soit F e k[X\. On suppose que k est de caracteristique nulle, et 
que F est irreductible. Alors F veriGe les conditions de 9.6.2. 

Demonstration. Comme deg(F) > 0, et que k est de caracteristique nulle, on a 
deg(F') = deg(F) — 1 d'apres 9.2(v). En particulier F' n'est pas multiple de F et 
est done premier avec F puisque celui-ci est irreductible. ■ 

9.6.4. Remarque. Au lieu de supposer que k est de caracteristique nulle, on peut 
seulement supposer que le degre de F n'est pas divisible par la caracteristique. Mais 
sans cette hypothese, l'exercice 8.9.1 fournit un contre-exemple. 

9.7. Application : racines de Vunite. Pour tout corps k et tout entier n > 0, posons 
comme au paragraphe 6 (que nous conseillons de relire !) : 

l_i n (k) = {z ek* \z n = 1}. (9.7.1) 

Comme on l'a vu en 6.6, e'est un sous-groupe cyclique de k*, dont l'ordre divise n. 

Proposition 9.7.1 Soit k un corps algebriquement clos, et soit n un entier > 0. 
Alors : 

(i) si car (k) = 0, pi n (k) est isomorphe a Z/nZ ; 

(ii) si car (k) — p > 0, ecrivons n = p r m oil r G N et oil m est un entier premier 
a p. Alors fi n (k) est isomorphe a Z/mZ. 
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Demonstration. Posons F = X n — 1, de sorte que n n (k) est l'ensemble des racines de 
F dans k. On a F' = nX n ~ l . En particulier, si car (k) ne divise pas n, F et F' sont 
premiers entre eux done F a toutes ses racines distinctes de sorte que leur nombre 
est egal a n puisque k est algebriquement clos. Ceci implique deja l'assertion (i) dans 
tous les cas, et aussi (ii) lorsque p J(n. Pour montrer (ii) dans le cas general, il suffit 
de remarquer que F = X pr ' m — 1 = (X m — l) pr de sorte que fx n (k) = fj> m (k) et la 
conclusion resulte encore du cas "premier hp". ■ 

9.7.2. Remarque. La proposition 9.7.1, jointe aux resultats du paragraphe 6, fournit 
une "liste complete" des sous-groupes finis de k* pour un corps k algebriquement 
clos. On sait en effet d'apres 6.3 que pour chaque entier n > 0, k* admet au plus un 
sous-groupe d'ordre n qui, s'il existe, est cyclique et egal a fi n (k). II suffit done de 
connaitre la liste des ordres des groupes fi n (k), et celle-ci est fournie par 9.7.1 : e'est 
l'ensemble des entiers > non divisibles par car (k), e'est-a-dire l'ensemble de tous 
les entiers si car (k) = 0, et l'ensemble des entiers premiers a p si car (k) — p > 0. 

Proposition 9.8 (formule de Taylor) Soit k un corps de caracteristique nulle et 
soit 

d 

F = J2^X l 
un polyndme a coefficients dans k. Alors : 

(i) pour tout i G {0, . . . , d} on a di = F( ^°- > ; 

(ii) pour tout a G k, on a la formule 

^F ( ^(a) ■ 
F(X + a) = J2—rr 1 X t - 

i=0 

Demonstration, (i) : un calcul immediat utilisant (9.4.1) donne, sans hypothese sur 
la caracteristique, F^(0) = i\ Oj ; l'assertion en resulte. 

(ii) : pour a = e'est une consequence immediate de (i). Le cas general s'en 
deduit en posant G = F(X + a) : on a en effet F^(a) = Gr^(0) par recurrence sur 
% (le cas % — 1 resultant de 9.2(iv)). ■ 

9.8.1. Remarque. En caracteristique quelconque on a encore la formule FW(0) = i\ a^. 

9.8.2. Exercice. Retrouver le resultat de l'exercice 9.5.3 en utilisant 9.8. 

9.9. Exercices : polyndmes cyclotomiques. 

9.9.1. Soient k un corps, n > 1 un entier, z un element de k*. Montrer que les 
conditions suivantes sont equivvalentes : 
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(i) z est d'ordre n dans le groupe k* ; 

(ii) \fi n (k)\ = n, et z est un generateur du groupe n n (k) ; 

(iii) (si k = C) z est de la forme e 2lhn ^ n ou h est un entier premier a n. 

Montrer aussi que si ces conditions sont verifiees, n n'est pas divisible par car (k). 

9.9.2. Avec les notations de 9.9.1, un element z de k* verifiant les conditions de 
l'exercice est appele racine n-ieme primitive de l'unite dans k*. 

On notera /i°(/c) l'ensemble des racines n-iemes primitives de l'unite dans k*. 
Montrer que, pour tout n > 1, (J, n (k) est reunion disjointe des ensembles (J, d (k) ou d 
parcourt les diviseurs (positifs) de n. 

Si n n'est pas divisible par car (k) et si k est algebriquement clos, montrer que 
est egal a l'indicateur d'Euler tp(n) defini en II. 3. 3. 3. (Utiliser la structure 
de n n {k)). 

9.9.3. On appelle n-ieme polyndme cyclotomique le polynome 

$ n = J] (X-a) eC[X]. 

Montrer que $„ est unitaire de degre (fi(n), et que 

X n -l = Y[$ d . (9.9.3.1) 

d\n 

(Le produit porte sur les diviseurs positifs d de n). 

9.9.4. Utiliser la formule (9.9.3.1), ou la definition, pour calculer $ n pour tout n < 10, 
et plus generalement pour montrer les formules suivantes : 

(i) pour p premier et s > 1, %(X) = X\ et $ P «(X) = $ p (X pS_1 ) ; 

(ii) pour m impair, § 2 m(X) = $ m (-X) ; 

(iii) pour a et b entiers premiers entre eux, $ a b(X) = PGCD ($ a (X 6 ), $f,(X a )), le 
PGCD etant evidemment choisi unitaire. 

9.9.5. Deduire de (9.9.3.1) que $„ G Z[X] pour tout n > 1. (On procedera par 
recurrence sur n : la formule (9.9.3.1) donne X n — 1 = $ n ^ n ou, par hypotese de 
recurrence, ^ n G 7L\X\ ; comme de plus est unitaire, la division euclidienne de 
X n — 1 par ^ n est possible dans Z[X] (cf. 1.10), et elle donne necessairement le 
meme resultat que la division dans C[X], vu l'unicite de cette derniere). 

9.9.6. Pour tout anneau A, on notera § n ,A £ A\X\ le polynome vu comme poly- 
nome a coefficients dans A (ceci a un sens grace a 9.9.5). 
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Si k est un corps algebriquement clos dont la caracteristique ne divise pas n, 
montrer que Ton a dans k[X] la formule = Ylae^ (k) ~ a )- (Indication : 
utilisant la formule (9.9.3.1), remarquer que les elements de sont racines de 

& n> k et conclure par un argument de degre.) 

9.9.7. Soit k un corps fini a q elements, ou q est premier avec n. Montrer que les 
conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) $ ni fe a une racine dans k[X] ; 

(ii) \(in(k)\ = n ; 

(iii) q = 1 (mod n). 

(Pour l'equivalence de (i) et (ii) utiliser 9.9.6 ; (ii) =>- (iii) se deduit du theoreme de 
Lagrange, et (iii) =>- (ii) du fait que k* est cyclique). 

9.9.8. Application au theoreme de la progression arithmetique. Soient n un entier 
> 1, N un entier quelconque. Montrer que $ n (iV) est premier avec N. (Considerer 
le terme constant de $ n ). 

En deduire que si p est un diviseur premier de $„(nM), ou M est un entier 
arbitraire, on a p = 1 (mod n). (Remarquer que p ne divise pas n d'apres ce qui 
precede, et d'autre part que $ n ,F p a une racine dans F p , a savoir la classe de nM ; 
appliquer alors 9.9.7). 

Conclure enfin qu'il existe une infinite de nombres premiers congrus a 1 modulo 

n. 

Bien entendu cet argument generalise III. 7.2. 7. 
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10. Notions sur les polynomes 
a plusieurs indeterminees 

Les resultats de ce paragraphe sont, pour la plupart, enonces sans demonstration. 
Les demonstrations sont analogues a celles du cas d'une indeterminee, ou bien s'en 
deduisent par recurrence. 

La lettre n designe un entier naturel. 

10.1. Definition (s) . Soient A un anneau. On peut definir de deux manieres equiva- 
lentes (au moins) l'anneau A n = A[X ± , . . . ,X n ] des polynomes en n indeterminees 
Xi, . . . , X n a coefficients dans A : 

• par recurrence sur n, en posant A = A et A n+1 = A n [X n+1 ] ; 

• en definissant un element 

P= a h ,..., in X?.-.Xt (10.1.1) 

(ii,...,i„)eN» 

de A n comme la famille {a^,...,^)^,...^)^^ de ses coefficients, soumise aux 
seules conditions que les a^,...,^ soient dans A et presque tous nuls, et en 
definissant l'addition et la multiplication formellement, a la maniere de 1.2. 

La premiere methode a l'avantage de la simplicite, et permet de demontrer facile- 
ment les proprietes de A[Xi, . . . ,X n ] par recurrence sur n. Elle a l'inconvenient de 
detruire la symetrie : il n'est pas clair sur cette definition qu'il existe un automor- 
phisme de A[Xi,X 2 ] qui echange X\ et X 2 , et plus generalement que le groupe 
symetrique & n opere sur A[X 1; . . . ,X n ] par permutation des X { . 

10.2. Multi-indices. Plutot que la notation lourde (10.1.1), on ecrit souvent 

P= S ^a I X I (10.2.1) 

ou, pour I — (ii, . . . , i n ) e N n , la notation X 1 designe le monome XI 1 ■ ■ ■ X^ 1 . 

10.3. Proprietes element aires. Avec les notations de 10.1, A[X 1: . . . ,X n ] est un an- 
neau commutatif unitaire ; A s'identifie au sous-anneau de . . . , X n ] forme des 
polynomes "constants", i.e. (avec la notation (10.2.1)) tels que a/ = pour tout 
/ :' (0 0). 

10.4. Degre. Le degre total, ou simplement degre, d'un monome X 1 ^ ■ ■ ■ X^ 1 est la 
somme %\ + . . . + i n de ses exposants ; son degre par rapport a 1 'indeterminee Xj est 
l'exposant ij. 
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On definit le degre total degP (resp. le degre en Xj, deg x P) d'un polynome 
P G A[Xx, . . . ,X n ] comme etant — oo si P = 0, et, sinon, comme le maximum des 
degres totaux (resp. des degres en Xj) des monomes dont le coefficient dans P n'est 
pas nul. 

10.5. Cas integre. Si A est integre (par exemple si A est un corps), on a deg(PQ) = 
deg P + deg Q pour tous P et Q G A[X±, . . . , X n ], et de meme pour le degre en Xj. 
On en deduit que, dans ce cas, A[Xi, . . . , X n ] est integre et A[X±, . . . , X n ] x = A x . 

10.6. Evaluation, fonctions polyndmes. Soit P le polynome (10.1.1), et soit x = 
(xi, . . . , x n ) G A n . On definit P(x) = P(xi, . . . , x n ) G A par la formule 

/eN™ (u,...,i„)6N™ 

L'application de A n dans A ainsi definie est la fonction polynome associee a P. Si 
on la note P : A n — > A, on a ainsi defini une application P i— > P de A[Xl, . . . , X n ] 
dans l'anneau qui, comme dans le cas d'une indeterminee (1.11), est un mor- 
phisme d'anneaux. (En particulier, pour x G A n fixe, l'application P i— > P(x) de 
A[X 1; . . . , X n ] dans A est un morphisme d'anneaux.) 

Le morphisme P i— > P ci-dessus n'est, en general, ni injectif ni surjectif. Cepen- 
dant : 

Proposition 10.6.1 Soit un corps infini. Alors le morphisme 

k[X h ...,X n ] — > 

P ^ P 

est injectif. Autrement dit, pour qu'un polynome P G fc[-X"i, . . . , X„] soit nul il faut 
et il sufRt que P(x) = pour tout x G k n . 

Demonstration. Recurrence sur n. Le cas n — 1 est deja connu par 5.6(iv) (et le cas 
n — 0, qu'en pensez-vous ?). Pour n > 1 donne, supposons la proposition demontree 
pour les polynomes a n — 1 indeterminees, et soit P G k[X 1 , . . . , X„] tel que P = 0. 
On peut ecrire P sous la forme (dite "ordonnee par rapport a X n " ) 

d 

P(X 1 , . . . , X n ) = ^2 F i (X 1 , . . . , X n _i) X l n 

i=0 

ou les Pj sont dans ^[X^ . . . , X n _x]. Soit (x 1: . . . , x„_i) G A; n_1 et considerons le po- 
lynome Q = P(x 1 , . . . ,x n -i,X n ) G fc[X n ]. L'hypothese P = implique que Q(t) = 
P(xi, . . . , x n -i, t) est nul pour tout t G k. Done Q = d'apres le cas n — 1. 



163 



POLYNOMES 



Autrement dit, on a F^xi, . . . ,x n -i) = pour tout i (ce sont les coefficients de Q). 
Ceci etant vrai pour tout (xi, . . . ,x„_i) G k n ~ 1 , l'hypothese de recurrence implique 
que les Fj sont nuls, done que P = 0. ■ 

10.6.2. Exercice. Generalisation de 1.11.2 : si k est un corps fini, le morphisme de 
10.6.1 est surjectif. 

10.6.3. Exercice. Generaliser 10.6.1 comme suit. Soient k un corps et Si, . . . , S n n 
parties infinies de k, et soit S = YYj=i^j c k n . Soft P G k[Xi,...,X n ] tel que 
P(x) = pour tout x E S. Montrer que P = 0. 

f 0.6.4. Exercice. Soit P G . . . , X„] un polynome non nul. Deduire de 10.6.3 les 

proprietes suivantes, et expliquer dans chaque cas l'hypothese sur k : 

1°) si car (k) = 0, il existe des entiers ai, . . . ,a n tels que P(a\, . . . , a n ) ^ ; 

2°) si k est un sous-corps de C, alors {x e k n \ P(x) ^ 0} est un ouvert dense de k n 

(pour la topologie induite par la topologie naturelle de C n ). 

10.6.5. Exercice. Generaliser 10.6.1 au cas d'un anneau integre infini. (On pourra 
utiliser 10.6.3 et le corps des fractions). 

10.7. Structure d'algebre. Soit k un corps. L'anneau k[Xi, . . . ,X n ] a une structure 
naturelle de /c-algebre : le produit d'un polynome P par un element A de k s'obtient 
en multipliant les coefficients de P par A, et le morphisme structural (3.2.2) associe 
a tout A G k le polynome "constant" dont le coefficient de multidegre (0, . . . , 0) est 
egal a A, les autres etant nuls. 

Si B designe une /c-algebre et b — (bi, . . . , b n ) G B n , l'application P i— > P(b) de- 
valuation en b, definie comme en 10.6, est un morphisme de k[Xi, . . . , X n ] dans B, qui 
envoie Xj sur by Reciproquement, tout morphisme de /c-algebres de k[Xi, . . . ,X n ] 
dans B est de cette forme, pour un unique b G B n : e'est la propriete universelle de 
k[Xi, . . . , X n ], qui peut s'exprimer en disant que, pour toute /c-algebre B, l'application 

Rom k _ alg (k[Xi,...,X n ],B) — . B n 

f ^ (f(Xi),...,f(X n )) 

est bijective. 

10.8. Fractions rationnelles. Si k est un corps, le corps des fractions de l'anneau 
integre k[X\, . . . , X n ] s'appelle le corps des fractions rationnelles en X\, . . . , X n ; on 
le note k(Xi, . . . , X n ). 
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11. Relations entre coefficients et racines 



11.1. Polyndmes symetriques elementaires. Soient n et d deux entiers naturels. 
On definit le d-ieme polyndme symetrique elementaire "S^ en les n indeterminees 
X u ...,X n par 

n ^ d= E H x * ez[x 1; ...,x n ] 

/C{l,...,n} iei 

\I\=d 

(la sommation porte sur les parties I a d elements de l'ensemble {1, . . . , n}). 

11.2. Remarques, proprietes elementaires. L'entier n est souvent omis : s'il n'y pas 
de confusion possible, on note au lieu de "E^. 

11.2.1. Valeurs speciales de d. On a : 

n S d = si d > n 
"S = 1 

11.2.2. Petites valeurs de n. Pour n < 3, les n E d non nuls sont : 
°S = 1 

1 S = 1 1 s 1 = x 1 

2 Eq = 1 2 Si = X\ + X2 2 S 2 = X1X2 

3 Eg = 1 3 Si = Xi + + -^3 — X1X2 + X2X3 + ^3^1 = X1X2X3. 

11.2.3. Relations de recurrence. Pour « > 1 et n > 1, on a : 
et en particulier 

n Si(Xi, . . . , X„_i, 0) = n 1 Ej. 

11.2.4. Pour tout de {1, ... ,n}, n E d est un polynome homogene de degre d (tous 
ses termes non nuls sont de degre total d). D'autre part il est de degre 1 par rapport 
a chacune des indeterminees Xj. 

11.2.5. n Erf est un polynome symetrique en Xi, . . . ,X n : pour tout o G & n , on a 

• • • , X n ) = E rf (X (7 ( 1 ), . . . , X a (n)). 

11.2.6. Changement d'anneau de base. Par definition, les "S^ sont des polynomes a 
coefficients dans Z ; cependant, si A est un anneau, on peut definir des polynomes 
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n S djJ 4 a coefficients dans A par les memes formules ; s'il n'y a pas de confusion, 
on pourra designer ces polynomes egalement par n T, d . Les formules ci-dessus sont 
encore valables dans ce contexte. Noter que comme les coefficients non nuls des E^ 
sont egaux a 1, on a S^a 7^ chaque fois que E^ 7^ 0, sauf evidemment si l'anneau 
A est nul. 

Proposition 11.3 Soient A un anneau, n un entier naturel et a±, . . . ,a n n elements 
de A. On a dans A[X] la relation 

n n 

]J(X - aj ) = ...,a n ) X n ~\ 

j=l i=0 

Demonstration. Lorsque Ton developpe le membre de gauche, on obtient la somme 
suivante (de 2 n termes) : 

e (ii(-^))(n x ) 

/c{i,...,n} jei m 

indexee par les parties / de {1, . . . , n}. Pour chaque i e {0, . . . , n}, le terme en X n ~ l 
s'obtient en regroupant les termes avec |/| = i ; la formule en resulte en appliquant 
la definition des Ej. ■ 

11.3.1. Remarque. On peut notamment prendre A = Z[X l5 . . . ,X n ] et aj = Xj, ce 
qui donne l'identite polynomiale dans Z[X, X ± , . . . , X n ] 

n n 

n(x-x,)=E(- i ) j n ^x n ~\ 

j=l i=0 

Reciproquement cette identite entraine 11.3 : il suffit d'evaluer les deux membres en 
(X, ax,..., o^) eA[X] n+1 . 

11.3.2. Remarque. En "faisant X = Xj" dans 11.3.1 (c'est-a-dire en evaluant les 
deux membres en (Xj,X ± , . . . ,X n ) e Z[X 1? . . . ,X n ] n+1 ) on obtient notamment les 
identites (pour j e {1, . . . , n}) : 

X? - EiX™" 1 + . . . + (-l) n E„ = 0. 

11.3.3. Exercice. Demontrer directement les identites de 11.3.2 a l'aide des relations 
de recurrence 11.2.3. Ensuite en deduire 11.3.1 — et done 11.3 — en raisonnant 
dans K[X\ ou K est le corps des fractions de T\X\, . . . ,X n ] (remarquer que le po- 
lynome unitaire Y17=o(~~^y EjX n ~* G K[X\ admet X±, . . . ,X n G K comme racines 
et appliquer 5.6(h)). 
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Corollaire 11.4 ("relations entre coefficients et racines") Soient k un corps, et 

n 

p = j2(*i x n ~ i 

i=0 

un polyndme a coefficients dans k, avec a ^ (attention a la numerotation 
des coefficients !). On suppose que P est decompose (2.9) dans k[X], et Von note 
cti, . . . ,a n e k les racines de P, comptees avec multiplicity . Alors on a pour tout 
i G {0, . . . , n} la relation 

^1 = Ei(ai, . . .,a n ). 

do 

Demonstration. II suffit d'appliquer 11.3 et la formule 

lp = f[(X-a,) 

qui resulte de 5.6(ii). ■ 

11.4.1. Remarque. Attention aux signes ! 

11.4.2. Remarque. Meme si P n'est pas decompose dans k[X] il Test dans L[X] ou L 
est une extension convenable de k ; les formules s'appliquent alors, en notant otj les 
racines de P dans L. On en conclut notamment que Sj(o;i, . . . , a n ) G k pour tout i, 
meme si les aj ne sont pas dans k. 

11.4.3. Exemple. Pour n = 2 et P = aX 2 + bX + c (avec a ^ 0) on retrouve les 
relations bien connues : a + j3 = —b/a, af3 = c/a, ou a et (3 sont les racines de P. 
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12. Polynomes et fonctions symetriques 

12.1. Actions de & n . Si E est un ensemble quelconque et n un entier naturel, de 
Taction a gauche du groupe symetrique & n sur {1, . . . ,n} on deduit une action a 
droite du meme groupe sur E n en posant 

(x u . . .,x n )a = . . • ,x CT(n) ) 

pour a G & n et Xi, . . . ,x n & E. (On voit clairement qu'il s'agit d'une action a droite 
en remarquant que E n n'est autre que l'ensemble des applications de {1, . . . , n} dans 
E, et que Taction en question associe a a G & n et a a; : {1, . . . , n} — > E Tapplication 
x o a : {1, . . . , n} — > E.) 

Si F est un autre ensemble on en deduit derechef une action a gauche de & n sur 
l'ensemble F E " des applications de E n dans F en posant, pour / : E n — > F, a G 6 n , 
et xi, . . . , x n G E 1 : 

(af)(x 1: . . . ,x n ) = f((x 1 ,...,x n )a) 

("passer a un ensemble de fonctions renverse le sens de Taction"). 

12.2. Applications (ou fonctions) symetriques. Une application / : E n — > F est dite 
symetrique si c'est un point fixe pour Taction de & n sur F Rn , ce qui se traduit 
explicitement par la "formule" 

V(xi, . . . , x n ) G /(ar ff (i), . . . , ^(n)) = • • • , x n ). 

Nous noterons Sym(E ra ,F) C l'ensemble de ces applications symetriques. 

Si F est un groupe (resp. un anneau, resp. un corps k) alors F En a une structure 
naturelle de groupe (resp. d'anneau, resp. de A;-algebre) et & n opere sur F En par 
automorphismes de ladite structure, de sorte que Sym (E n , F) est un sous-groupe 
(resp. un sous-anneau, resp. une sous-/c-algebre) de F E " . 

Dire qu'une application / : E n — > F est symetrique equivaut a dire qu'elle est 
constante sur chaque orbite pour Taction de & n sur E n ; autrement dit, on a une 
bijection naturelle entre Sym (E n , F) et l'ensemble des applications de E n / & n dans 
F (bijection qui est, le cas echeant, un isomorphisme de groupes, resp. d'anneaux, 
resp. de A;-algebres) . 

12.3. Si Ton prend pour E un corps k, on dispose en particulier des n applications 
symetriques de k n dans k donnees par les polynomes symetriques elementaires n Sj 
(i — 1, . . . , n) de 11.1 (on oublie n S , sans interet). On peut les "regrouper" en une 



168 



IV.12 



POLYNOMES ET FONCTIONS SYMETRIQ UES 



seule application symetrique a valeurs dans k n , a savoir 

. Ln t,n 

n n (12.3.1) 

(xi,...,x n ) i > ( ra Si(a;i, . . . , x n ), . . . , n T, n (xi, . . . , x n )). 
Comme cette application est symetrique, elle passe au quotient en une application 

Zj . /t /KD n > /t (12 3 2) 

orbite de (x u . . . ,x n ) i — ► ( n T ll (x 1 , . . . ,x n ), . . . , n T, n (x 1 , . . . ,x n )). 

S'il n'y a pas d'ambiguite sur n — c'est-a-dire le plus souvent — on ecrira S et S 
au lieu de n £ et n S. 

12.3.1. Exercice. Expliciter n S pour chaque n < 3. 

12.4. Exercice. On garde les notations de 12.3. 

12.4.1. S est-elle /c-lineaire ? Et S, qu'en pensez-vous ? 

12.4.2. Soit V un /c-espace vectoriel. Montrer que les applications /c-lineaires syme- 

triques de k n dans V sont les applications de la forme (xi, . . . , x n ) i— > (xi H hx n )f 

(pour f G V). (Suggestion : commencer par le cas ou V = k). 

12.4.3. Soit H le sous-espace vectoriel de k n engendre par les a(x) — x (a e 6 n , 
x E k n ). Montrer que H = {(x 1: . . . , x n ) £ k n \ xi + • ■ • + x n = 0}, de deux 
manieres : 

- par le calcul ; 

- en utilisant 12.4.2 (considerer l'espace vectoriel quotient k n / H). 

Proposition 12.5 Soit k un corps, et soient a = (a±, . . . , a n ) et (3 = ((3±, . . . , (3 n ) E 
k n . Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) a et (3 sont dans la meme orbite pour Faction naturelle de & n sur k n ; autre- 
ment dit, il existe o G & n tel que /3j = o: a (j) pour tout j G {1, . . . ,n} ; 

(ii) pour tout ensemble F et toute application symetrique f : E n — > F, on a 

/(«) = /(£); 

(iii) avec les notations de 12.3, on a = ; en d'autres termes, on a 
Ej(ai, ...,«„) = Sj(/5i, . . . , P n ) pour tout i G {1, . . . , n}. 

Demonstration. II est clair que (i) implique (ii) (et ceci n'a rien a voir avec le fait 
que k soit un corps, non plus que la reciproque, qui est un exercice facile). 
D'autre part (ii) implique (iii) puisque S est symetrique. 
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Montrons enfin que (iii) implique (i) (ce qui est la partie interessante de l'enonce). 
La condition (iii) implique d'apres 11.3 que 

n n 

l[(X-a,) = l[(X-(3 J ) 

3=1 3=1 

d'ou la propriete (i) par unicite de la decomposition en facteurs irreductibles. ■ 
12.6. Remarques. 

12.6.1. Si Ton ne suppose pas que k soit un corps, l'implication (iii) => (i) est fausse : 
prendre k = Z/4Z, n = 2, a = (0, 0) et /3 = (2 mod 4, 2 mod 4). 

12.6.2. Par contre les implications (i) (ii) => (iii), qui sont des trivialites, sont 
valables pour un anneau quelconque. 

12.6.3. L'implication (i) => (iii), notamment, n'est qu'une reformulation de l'existence 
de l'application S de (12.3.2). 

12.6.4. L'implication (iii) => (i), elle, peut aussi s'exprimer en disant que S : 
k n /G n — > k n est injective. On evoque aussi cette propriete en disant que les Sj 
separent les orbites pour Taction de & n sur k n : etant donnees deux orbites dis- 
tinctes, il existe i G {1, . . . , n} tel que prenne des valeurs distinctes sur ces deux 
orbites. 

12.6.5. Ce qui precede conduit naturellement a se demander si l'application S est 
surjective, et plus generalement quelle est son image dans k n , c'est-a-dire l'image de 
S. 

Or, dire qu'un point (s±, . . . , s n ) G k n appartient a l'image de S revient a dire 
qu'il existe a = (cxi, . . . , a n ) G k n tel que Ton ait dans k[X] 

n n 

X n + Y^{-iys l X n -* = X{{X-a ] ) 

i=l j=l 

(appliquer la definition de S et 11.3). Autrement dit, l'image de S est formee des 

(si, . . . , s n ) G k n tels que le polyndme X n — siX n_1 H V (— l) n s soit decompose 

dans k[X]. 

En particulier on obtient : 

Corollaire 12.7 Avec les hypotheses et notations de 12.3, supposons de plus que 
k soit algebriquement clos. Alors l'application 

n S : k n /& n — > k n 

de (12.3.2) est hijective. ■ 
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12.7.1. Exercice. Prouver, ou refuter, la reciproque de 12.7. 

Corollaire 12.8 Soient k un corps algebriquement clos, n un entier, F un ensemble, 
et f : k n —> F une application symetrique. Alors il existe une unique application 
f : k n — > F telle que f — f o n S, c'est-a-dire telle que 

V(xi, ...,x n )e k n , f(x u ...,!„) = / ( n Si(xi, ...,x n ),..., n S n (xi, . . . , x n )). 

Demonstration. Ce n'est qu'une reformulation de 12.7, puisque / passe au quotient 
par k n /& n . ■ 

12.8.1. Exercice. Si k n'est plus suppose algebriquement clos, montrer que 12.8 est 
encore valable a l'exception de l'assertion d'unicite. 

12.8.2. Remarque. On formule souvent 12.8 en disant que "toute fonction symetrique 
sur k n peut s'exprimer a l'aide des polynomes symetriques elementaires" . L'expression 
"peut s'exprimer" ne signifie pas que (avec les notations de l'enonce) si / est donnee 
par une "formule" il en est de meme de /. C'est pourtant ce que Ton constate sou- 
vent dans la pratique ; nous verrons plus bas, notamment, que si / est une fonction 
polynome il en est de meme de /. Plus generalement, on a souvent besoin d'enonces 
du genre "si / possede telle propriete (continuite par exemple) il en est de meme de 
/" : voir par exemple l'exercice 12.9 ci-dessous. 

12.8.3. Exercice. On prend k = C, n = 2, F = R. Essayer de donner une formule 
pour f : C 2 — > K. dans les deux cas suivants : 

(a) f(x, y) = \x-y\; (b) f(x, y) = e x + e y . 

12.9. Exercice. Pour k = C et n quelconque on considere l'application S : C n — > C n . 

12.9.1. Montrer que S est continue. 

12.9.2. Montrer que S est propre (si K est un compact de C n alors E -1 ^) est un 
compact de C n ). 

12.9.3. En deduire que S est fermee (si Z est un ferme de C n alors S(Z) est un 
ferme de C n ). 

12.9.4. En deduire que £ est ouverte (si Z est un ouvert de C™ alors est un 
ouvert de C n ). (Indication : remarquer que Z' = Uo-e6 n es ^ ouve rt ; que S(Z) = 
S(Z'), et que le complementaire de S(Z') est l'image par S du complementaire de 
Z' ; appliquer alors 12.9.3). 

12.9.5. Dans 12.8 on prend k = C et on prend pour F un espace topologique quel- 
conque. Deduire de 12.9.1 et 12.9.3 (ou 12.9.4) que / est continue si et seulement si 
/ est continue. 
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12.10. Polyndmes symetriques. Si A est un anneau, le groupe & n opere a gauche 
sur l'anneau A[X 1: . . . ,X n ] : pour a E & n et P E A[X 1: . . . ,X n ] on pose aP = 
P(X cr (i), . . . , X a (n)) E A[X\, . . . ,X n ]. Cette action est compatible avec Taction de 

& n sur l'ensemble A A " : on a aP = aP ou P : A n — > A est la fonction polyno- 
me definie par P. On qualifie de symetriques les elements de . . . ,X n ] fixes 

sous Taction de & n . L'ensemble des polynomes symetriques est un sous-anneau de 
A[X 1; . . . , X n ], qui contient A et les polynomes symetriques elementaires £1, . . . , E„ 
definis en 11.1. II contient notamment tout polynome de la forme F(S 1 ,...,E n ) 
ou F est un polynome a coefficients dans A, a n indeterminees que nous noterons 
5*1) • • • j S n . 

12.10.1. Exercice. Soit P E A[X 1: . . . ,X n ]. Montrer que si P est symetrique alors la 
fonction polynome P est symetrique, et que la reciproque est vraie si A est un corps 
infini. 

12.10.2. Remarque. II est facile en pratique de reconnaitre un polynome symetrique : 
cette propriete se lit sur les coefficients. Cependant, eviter la precipitation : par 
exemple, le polynome X 2 Y + Y 2 Z + Z 2 X E Z[X, Y, Z] n'est pas symetrique. 

Theoreme 12.11 Soient A un anneau, et n un entier naturel. L'application 
$ n :A[S u ... f S n ] — A[X u ...,X n ] 

induit un isomorphisme de A[Si, . . . , S n ] sur le sous-anneau de A[Xi, . . . , X n ] forme 
des polyndmes symetriques. 

Demonstration . 

12.11.1. II est clair que $ n est un morphisme d'anneaux : par exemple on peut le 
voir comme le compose des deux morphismes suivants : 

- Tinclusion de A[S±, . . . , S n ] dans A n [Si, . . . , S n ] avec A n = A[Xi, . . . , X n ] ; 

- le morphisme d'evaluation de A n [Si, . . . , S n ] dans A n envoyant Si sur Ej E A n . 

12.11.2. Montrons que $ ra est injectif, par recurrence sur n. On a $o — Wa- Sup- 
posons n > et $„_i injectif. Si $ n ne Test pas, il existe un polynome non nul 
F E Ker $ n dont le degre en Tindeterminee S n est minimal. Ainsi on a dans 
A[X 1 , . . . , X n ] la relation 

F("E 1 ,..., n I! n ) = 
dans laquelle on peut "faire X n = 0" ce qui donne 

F( n E 1 (X 1 , X n _ u 0), . . . , n E n (X 1? . . . , X n _x, 0)) = 0. 

Appliquant 11.2.3 on en tire dans A[Xi, . . . ,X n _i] la relation 
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F("- 1 E 1 ,...,"- 1 E„_ 1 ,0) = 

ce qui signifie que le polynome (an-1 indeterminees) F(Si, . . . , S^-i, 0) appartient 
au noyau de et est done nul par hypothese de recurrence. Or ceci veut dire 

que F est divisible par S n : il existe G G A[S±, . . . , S n ] tel que F — S n G, d'ou 
= $ n (F) = $ n (S n )$ n (G) = n S n $ n (G). Mais il est immediat que E n = U™=i X j 
est non diviseur de zero dans . . . , X n ] (multiplier un polynome par E ra revient 

simplement a "decaler ses coefficients"). Done & n (G) = d'ou G G Ker $ n . Mais 
ceci contredit le choix de F puisque deg Sn (G) = deg 5n (P) — f. 

12.11.3. Pour montrer que $ n est surjectif, on munit d'abord l'ensemble W 1 de la 
relation d'ordre suivante (dite "ordre lexicograhique" ) : 

a = (ai, ...,a n )<b = (b 1 ,...,b n ) 

pour tout j G {1, . . . , n} tel que (a±, . . . , Oj-i) = (b±, . . . , on a a,j < by 

Ce n'est done rien d'autre que l'ordre alphabetique, ou l'alphabet (a, b, . . . , z) est 
remplace par la suite des entiers naturels. 
On verifie alors les proprietes suivantes : 

(i) la relation < est un bon ordre sur N n , e'est-a-dire une relation d'ordre (vous 
connaissez la definition, bien sur) pour laquelle toute partie non vide admet 
un plus petit element. (En particulier e'est un ordre total, comme le sait bien 
quiconque a un jour cherche un mot dans un dictionnaire) ; 

(ii) la relation < est compatible avec l'addition des multi-indices : pour /, J, K 
et Le N n , si / < J et K < L alors I + K < J + L. 

Pour un polynome non nul P = J^/pn™ ^iX 1 G A[Xi, . . . , X n ] on definit le degre 
lexicograhique de P, note deglex (P), comme le plus grand I G N™ tel que Xj ^ ; 
le terme XjX 1 correspondant est note tdom (P) (terme dominant lexicographique), 
et \i est note cdom (P). On a alors : 

(iii) si P est symetrique non nul, avec deglex (P) = (ii,...,i n ) alors la suite 
d'entiers (ii, . . . , i n ) est decroissante ; 

(iv) soient P, Q G A[Xi,...,X n ] non nuls ; on suppose que cdom (P) n'est pas 
diviseur de zero dans A. Alors tdom (PQ) = tdom (P) tdom (Q) ; 

(v) pour tout i G {1, . . . , n} on a tdom (Ej) = Yl]=i -^-j i 

(vi) pour tout X E A non nul et tout (h,...,l n ) £ N n on a 

tdom (A Ex' 1 E 2 /2 • • • E n '") = A X^ +h+ '~ +ln X l 2 2+ ~' +ln ■■■X l n n . 
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12.11.4. Montrons maintenant que l'image de $ n est l'ensemble des polynomes 
symetriques. Nous allons proceder par "recurrence" sur le degre lexicographique, 
au sens suivant : s'il existe dans ^4[Xl, • . . ,X n ] des polynomes symetriques qui ne 
soient pas dans l'image de $ n , il en existe un, disons P, de degre minimum, ceci 
d'apres la propriete (i) ci-dessus (noter qu'un tel polynome n'est pas nul puisque 
est dans l'image de <3> n ). 

Or d'apres (iii), le terme dominant de P est de la forme AXJ 1 . . . X % ™ avec A G A 
et ii < i 2 < . . . < i n ). On peut par suite trouver une (unique) suite d'entiers naturels 
(h, . . . , l n ) telle que ij = Ylu=j ^ pour tout j (a savoir Ij = ij — ij + i si j < n et 
l n = in)- II resulte alors de (vi) que le polynome Q = A Si' 1 S 2 ' 2 • • • S n /n a meme 
terme dominant que P, de sorte que deglex (P — Q) < deglex (P) ce qui, par le choix 
de P, entraine que P — Q G Im($ n ) puisque P — Q est evidemment symetrique. 
Mais Q est evidemment dans l'image de $ n (en fait Q = $„(A Ylj =1 S 1 ?) et il en est 
done de meme de P, ce qui est contraire a l'hypothese. ■ 

12.11.5. Remarque. La preuve ci-dessus fournit un algorithme effectif pour calculer, 
etant donne P G A[Xi,...,X n ] symetrique, l'unique F G A[Si,...,S n ] tel que 
P = $ n (F) : si tdom (P) = AX^ 1 . . . X£, on pose Pi = ASl 1 "* 2 ^"* 3 • • • S£ et Ton 
a alors P = $ n (Pi) + P 1 ou deglex (Pi) < deglex (P). II sufflt de recommencer 
l'operation avec Pi. 

12.11.6. Remarque. Comme toutes les methodes generales, l'algorithme ci-dessus 
n'est a employer — du moins pour l'utilisateur humain — qu'en dernier recours. Les 
exemples suffisamment simples pour etre traites a la main, comme ceux qui suivent, 
se resolvent generalement par des calculs "ad hoc" . 

12.11.7. Exercice. Verifier que YT j= i x ] = E? - 2S 2 . 

12.11.8. Exercice. Calculer X 2 Y 2 + Y 2 Z 2 + Z 2 X 2 en fonction de X + Y + Z, XY + 
YZ + ZX, XYZ. 

12.11.9. Exercice. Soit A un anneau integre, K son corps des fractions, et soit P G 
A[X] non nul de degre n. Soient aii,...,a n les racines de P dans une extension 
convenable de K. Si P G A[Xi, . . . ,X n est un polynome symetrique, montrer que 
P(a±, . . . , a n ) appartient a K, et meme a A si P est unitaire. 

12.12. Exemple : le discriminant. Considerons le polynome suivant, en n indetermi- 
nees X ± , . . . , X n : 

n 5= H (Xi-Xj) GZ[Xi,...,X n ]. 

l<i<j<n 

note simplement 8 s'il n'y a pas de confusion sur n. II n'est pas symetrique mais il 
resulte de 1.11. 9(i) — ou plus exactement de sa generalisation 1. 11. 10.1 — que pour 
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tout a G & n on a 

^PCx(i), • • -,X a{n) ) = s(a)5(X 1 , . . .,X n ) 

ou e(a) designe, rappelons-le, la signature de a. En particulier 5 2 est symetrique, et 
il existe done un unique polynome D = n D G Z[<Si, . . . , S n ] tel que 

5 2 = n (^-^) 2 = n ^(-si,s 2 ,...,(-irs n ). 

l<i<jr<n 

Definition 12.12.1 Soient A un anneau, n un entier naturel, et 

n 

F = X n + J2 a i xn ~ l 

un polynome unitaire a coefficients a; G A. On appelle discriminant de F Velement 
de A defini par 

disc (F) = ™-D(ai, . . . , a n ). 
oil n D est le polynome defini ci-dessus. 

12.12.2. Remarque. L'entier n n'a pas a etre precise dans la notation disc (F) : e'est 
necessairement le degre de F (sauf si A est l'anneau nul, ou le probleme ne se pose 
pas puisque tout, y compris le discriminant, est nul). 

Proposition 12.12.3 Soient A un anneau, n un entier naturel, et cti, . . . ,a n des 
elements de A. Alors : 

disc Y[(X - at) J = Y[ (oii - (Xjf. 

\i=l / l<i<j<n 

Demonstration. Cela resulte des definitions et des relations 11.3 entre les ctj et les 
coefficients du polynome niLiC^" — a i)- H 

12.12.4. Remarque. Cet enonce explique le choix des signes dans la definition de D. 

Proposition 12.12.5 Soit k un corps, et soit F un polynome unitaire a coefficients 
dans k, n son degre. 

(i) Notons ai, . . . ,a n les racines de F, comptees avec multiplicites, dans une ex- 
tension L convenable de k. Alors 

disc(F) = IJ (ai-aj) 2 

l<i<j<n 

n 

= (-ir ( "- i)/2 n^w 
i=i 
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(ii) Pour que F ait une racine multiple dans une extension de k il faut et il suffit 
que disc (F) soit nul. 

(iii) Si F est decompose dans k[X\, alors disc (F) est un cane dans k. 

Demonstration. La premiere egalite de (i) resulte de 12.12.3 (avec A = L) puisque 
F = YYf =1 (X — ctj) dans L[X]. De plus cette egalite implique immediatement (ii) et 

(iii)- 

II reste a montrer la seconde egalite de (i). Derivant l'identite F = YYi=i(X — a«), 
on obtient 

n 

f '=h n 

i=l l<j<n 

d'ou, pour chaque % G {1, . . . ,n}, 

F'((Xi) = J [ (o t - 

l<j<n 

et en faisant le produit 

n 

n^(«i)= n («*-«*)■ 

i=l l<i<n 
l<j<n 

Pour chacun des n(n — l)/2 couples avec 1 < i < j < n, le produit ci-dessus 
contient les facteurs et OLj — Oii, dont le produit est — (ctj — <x,-) 2 . On en tire 

la seconde egalite. ■ 

12.12.6. Exemple : n — 2. Pour F = X 2 + bX + c, notons a et f3 les racines de 
F (dans une extension convenable, comme toujours). Alors disc (F) = (a — f3) 2 = 
(a + (3) 2 — Aa(3 = b 2 — Ac, comme prevu. 

12.12.7. Exemple : n — 3. Contentons-nous d'un polynome F sans terme en X 2 , i.e. 
de la forme X 3 + pX + g. On a F 1 — 3X 2 + p. Si a, /3, 7 sont les racines de F , on a 
done (en tenant compte des egalites a + j3 + 7 = 0, af3 + /37 + 7a = p, a/37 = — 9 
et des exercices 12.11.7 et 12.11.8) : 

disc(F) = -(3a 2 + p)(3{3 2 + p)(3-f 2 + p) 

= -[27(a/5 7 ) 2 + 9p(a 2 (3 2 + /3 2 7 2 + 7 2 a 2 ) + 3p 2 (a 2 + (3 2 + 7 2 ) + p 3 } 
= -Ap 3 -27q 2 . 

Le signe — provient du (— l)™^ -1 )/ 2 de 12.12.5(i). II est evidemment essentiel si Ton 
veut appliquer 12.12.5(iii), par exemple. 
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12.12.8. Remarque. Le cas traite ci-dessus d'un polynome sans terme en X 2 n'est 
pas aussi restrictif qu'il peut le sembler. Plus generalement, pour un polynome F = 
X n + YH=i ciiX n ~ % G k[X], le "changement de variable X — Y — (ai/n)" donne un 
polynome unitaire en Y dont le terme de degre n — 1 est nul. La seule restriction 
a cette operation (normalement, vous avez du hurler en lisant la formule) est que 
Ton doit pouvoir diviser par n dans k ; autrement dit, elle n'est possible que si la 
caracteristique de k ne divise pas n. 

Noter que le polynome en Y obtenu a pour racines celles de P augmentees de 
di/n, et que 12. 12.5(i) montre done qu'il a meme discriminant que F. 

12.12.9. Exercice. Soit F G W[X] de degre 3. Peut-on deduire du discriminant de 
F le nombre de racines reelles de F (comptees avec multiplicites) ? le nombre de 
racines reelles distinctes de F ? 

12.12.10. Remarque. II est possible de definir le discriminant d'un polynome non 
necessairement unitaire F = ^2™ =0 ciiX n ~ l , a coefficients dans un anneau A ; e'est 
un element de A, qui s'exprime comme un polynome en les a, a coefficients entiers 
(ne dependant que de n) ; il coincide avec le discriminant defini plus haut si a = 1, 
et si a est inversible dans A il est egal a ag~ 1 disc (a^ l F). 
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